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ON RECURRENCE FORMULAE 
FOR BESSEL FUNCTIONS 


Zlatko Janković, Zagreb 


There are many, more or less complicated ways to obtain 
these formulae, but almost all of them need the explicit form of 
solutions, so that the required formulae are to be obtained by 
calculation for every kind of linearly independent solutions sepa- 
rately!). Contrary to this method the author suggests a more 
simple and direct way to obtain these formulae, following an idea 
already applied in the case of Hermite’s and Laguerre’s functions?). 

We write the Bessel differential equation 


Da ¥g, Pty, Pl 14") y, = 0, (1) 


where Yy is a solution corresponding to the value y of the para- 
meter. From (1) it follows immediately 


ot IS Wage + in (vy —1)?) ya = 0: (2) 
Eee Np a | ye 0 (3) 


Introducing two combinations (ay and b, being two arbitrary con- 
stants) 


= Oy Ih t bys (4) 
Vy = Gy Vp — by ¥y_1> (5) 
we get from the equations (2), (3) the following ones: 
; 26” + xe! +(x? —v?—1)s, — 2vr,=0, (6) 
tr 4+ er, +(x?—v?—1)r,—2vs,=0. (7) 
On the other hand one gets from (1), by differentiation, 
Bo ay) +@?—V Ny, + y= 0. (8) 


The equations (6), (7) and (8) suggest immediately that either 


| aa Vy r=—k, ra X» (9) 
or 


' v . 
ES Brod o Yy> y= a ae , -(10! 


‘holds. In both cases an easy maseitceae shows that both equations 
(6) and (7) are satisfied. 
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We introduce further 


Y, =i’ y, (ix) (11) 
evidently satisfying the equation 
pe gery vl — (eee) Loe (1a) 


while the recurrence formulae for Y, come now in a reversed 
order, namely either 
_S=—k PY, Ri=h,Y,’ (9a) 
or 
ween. Y.’, R= =) o. (10a) 


(S, and R, having the same meaning as s, and 7, respectively.) 
Now, we shall discuss these two possible cases and some of 
their applications, separately. From the recurrence formulae (9) 


we get i 
me ky ’ V k, , Vv 
vy == 2b, (» + a *) » Iv+H = 2a, ("= a ») , (12) 
and an easy calculation gives finally 
oso. ez um a 13) 
te ky yay me I ae a 
It is obvious that the constants ay, by, ky have to satisfy the 
relation a 
: s. 
2a, 2b, ikog ; 
See ae le E. 
hy yyy + aes (14) 


in order that the differential equation takes the form (1) and (la), | 
respectively. The relation (14) with the plus sign can be satisfied | 
by this choice of oa 


"Sas 


; ; : = a,=b s, = k, = ‘ (15) 
oa Still a more general MR E pe = 
KLE j < 
a ae ‘ ™ a=fwt+)), bat =f), vio : ~{ 

: aa : i =a i ga . 


Ieads to the ia pal as (15), if we 


I= SOI “ae Mal 
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ny y, 
ty tea 2 +. (ayy), TT = a EI 
Two other sets of recurrence formulae with the remaining com- 
binations of signs would be obtained, if we had chosen the negative 
sign for k in (15). Their discussion, analogous to that given here, 
may be omitted. 

From the preceding it is clear that the obtained recurrence 
formulae are valid for every admissible value of the parameter and 
for the two linearly independent solutions of the corresponding 
differential equation; we derived them directly from the diferential 
equation, and they do not require the knowledge of the explicit 
form of the solutions. 


(18) 


etl zdex 


Some Applications of the Recurrence Formulae 


It is easy to conclude from the expressions (17) that 
Ji dode 1 Pl. 
ie Et 
consequently that 
Y1=y—-. 
In the same way we deduce 
52s Y= 29513 = Y—3 
being able to prove by induction that 
E (19) 
exists generally. Thus the solutions y, and y—, for the integer 
values n and -n of the parameter are linearly dependent and con- 
sequently cannot form a fundamental system of solutions. 
From (17) we find the explicit form of the solutions for 
y = + (n+ 1/2) as follows. It exists namely 


: d d 
Ae Ys), = re (sc'/2 Js, ) M ae'le Yr), = ar (ac'/2 Y_1,) s 
By elimination we obtain the differential equations 
d? 1 1) d? 1 = 
gra vz aa ap ae Ro hfe 


with the solutions 
x'le yu), =achx +bshx, x'ley_1, =ashx +bchx. 


Therefrom we see that 


LJ 


Vx Vx 


form the fundamental system in this case. Further, the successive 
application of the recurrence formulae (17) gives the expressions — 


Me Se ape ( 1d y ea Y—(n+1/2) = ( 1 _d i (i) A : (21) 


rts = ra dx gla atts x dx als 


sh x _chx (20) 


easily confirmed by induction. 
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The recurrence formulae (17) take another simple form if we 
introduce the function 


oy ax” Jy? (22) 
namely 
zy! = Xzy 1, 241 = —2vz, + 2z,', (23) 
giving a further recurrence formula 
Zy44 + 2Vz,— x? zy_1 = 0. (24) 
Thus, from the relations (23) we obtain the differential equation 
a xz, —(2v—1)z, —xz,=0, (25) 


which being linear in v, has some advantages over the original 
Bessel’s one. 

Departing from the equation (25) we deduce easily the recur- 
rence relations (23). Indeed, after some calculation, we get from (25) 


’ 


z 
x (Zy’)” — (2v.— 1) (2,/) = x (z,') + (2v—1) a =0. (26) 
x (ca, ,)" = (QV 1) laze — a (es, 4) + (av — 1) 2, on 
and 
x (xz, )” — (2v + 1) (xz,')’ — x (xz,') + 4vz,=0, (28) 
Bar Cy type OVE Di lays Ho) = 2 (sy g petty 2y) + Sey ae Oe 
(29) 


Combining first (26) and (27), then (28) and (29) we write the con- 
nections, 4 
saat Zy = X2y_1, Toy E2541 + 2vz,, (30) 
putting a possible coefficient of proportionality in (30) equal to 
the unity, in order to make the above mentioned relations equi- 
valent to the differential equation. 

The question arises now when the v, and y_, are linearly 
dependent, i. e. when they do not form a fundamental system 
of solutions. The requirement 


Iy=Cy_,, (31) 
because of (22), takes the form 
z= Ca¥s_, (32) 


and from the recurrence relations (23) we find without difficulties 
that, if (32) holds, the following two relations 

yoi Ca) 2_vy_), (33) 
Zaj = CMO+D aLi) 
hold too. This signifies that-the dependence being established for 
v it is also established for all values » + n of the parameter dif- — 
fering from v by integers, the coefficient C being the same. This _ 
suggests the search after such connections in the interval (0,1] and 
the inspection of (32) and (24) pera | . 

zy—Cx%z_,=0, 


Zy + 2(v—1)2_,— 92, = 0 
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makes it very plausible, that the three-member recurrence formula 
embodies the two-member relation only for C = 1, vy = 1, i. e. only 
for integer values of the parameter. 


We could repeat the same discussion starting from the other 
set of recurrence relations (18). The only differences originate from 
the minus sign in the first relation (18) and all the treatment would 
be the same as in the above discussed case. We give the results: 


¥,=(— 1)" y¥_,; eo 
So EM, (20a) 
h Vx Vx 
Yat), ha | 1 ay) - ‘ Y—(nt*h) ce te 8) (5): (21a) 
ant), x dx ala) * getty, x dx ala po 
af = — x21, 44) = — 2va, taj; (23a) 
Sa (2v — 1) Zy + x? 21 = 0; (24a) 
xz, — (2v—1) zy +xz,=0. (25a) 


The same conclusion about the linear dependence would be obtained, 
the only difference being that C now means (—1)". 


We shall show an important application of the recurrence 
formulae regarding the property of orthonormality of one kind 
of the Bessel functions. In order that the results might be imme- 
diately applicable to the circular membran (radius G) we put 

x=cr (34) 
in the equation (1) and write it for an integer value m of the para- 
meter v and for a special value cmi of c 

he (r Cmi) am A pa (r €mi)-H Om Cag ind m?) ) (rc,,i) =0. (35) 
By multiplication with ym(TCmj) and after some simple transfor- 
mations, we obtain therefrom 


r=C€ 
{r Art) In Cmj) — Inf (re,,;) SE, bn. He 


< (36) 
+ (cz =: €mj“) ( Tey (r Cmi) 5 (r Cmj) dr =0. 
0 
Hence 
G 
rig Omi) Tm (Tomi dr =O, iš$j, (37) 
0 


for the solution I,, bounded at the origin and for Cmi, Cmj satis- 
fying a suitable combination of the two of the relations 


I, (Gem) =0, Iq (Cem) =, (38) 
Ty! (Ge,)=0, Ty! (Geni) = 9- (39) 
| We further obtain from (36) 
: 1,(Ge,)=0, 
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G 


C1,/ (G ep) Hyp (G pj) F (Cui? — €mj2) S 7 Lin Tem) Ip rep) dr=0. (40) 
U 


Differentiating with respect to Cmj, then equating Cmj = Cmi, We 
see that 
G 


2[dI,(x) ]? 
Ne = \ rT,” (req) dr = 3 = ‘a 
0 


holds; because of the recurrence formulae the factor of normali- 
zation takes finally the form 


Nai? = a Um+1 (G emi) )?. (42) 


mi 


1) See for instance: , 
P. Schaufheitlin: Die Theorie der Besselschen Funktionen, Leipzig 
1908, 

N. Watson: A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cam- 
bridge 1922, 

. Courant-D. Hilbert: Methoden der math. Physik I, Berlin 1924, 

. Prasad: A Treatise on Spherical Harmonics, Benares 1930, 

Bateman: Partial Differential Equations of Mathematical Phy- 
sics, New York 1944, 

. Jeffreys-B. S. Jeffreys: Methods of Mathematical Physics, Cam- 

bridge 1950, 

. I. Smirnov: Kurs visSei matematiki III», Moskva 1950, 

. T. Whittaker-G. N. Watson: A Course of Modern Analysis, Cam- 

bridge 1952, 

Jankovié: On Solution of Hermite’s and Laguerre’s Differen- 
tial Equation, Glasnik mat. fiz. T. 8 (1953) p. 133—148. 

. Nielsen: Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen, Leipzig 
1904, takes the second set of (10) k, = — 2, a, =b, =1, 


as caracteristic for Bessel functions and develops from 
there their theory. See also the remarks of R. Weyrich: 
Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen, Leipzig 
1937. 


2) 


2 N ma om mos Q 


3) 


O REKURENTNIM FORMULAMA ZA BESSELOVE FUNKCIJE 
Zlatko Janković, Zagreb 


Sadržaj 


Protivno uobičajenom izvođenju rekurentnih formula pomoću 
direktnog izračunavanja iz eksplicitnog oblika rješenja!), autor, 
analogno kao kod Hermiteovih i Laguerreovih funkcija?), izvodi te 
relacije neposredno iz same diferencijalne jednadžbe. 

j Iz diferencijalne jednadžbe (1) neposredno slijede jednadžbe (2) 
i (8), a zatim za funkcije (4) i (5) (ay, by proizvoljne konstante) 
diferencijalne jednadžbe (6) i (7). Ako usporedimo te jednadžbe s 
jednadžbom (8), koja slijedi deriviranjem iz (1), vidimo, da postoje 


' 
: 
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veze (9) ili (10) (ky, proizvoljna konstanta). Za funkcije (11), koje 
zadovoljavaju diferencijalnoj jednadžbi (la), analogne veze po- 
primaju oblik (9a) ili (10a). 

Iz rekurentnih relacija (9) slijedi (12), a zatim i diferencijalna 
jednadžba (13). Vidimo, da uz zahtjev (14), jednadžba (13) poprima 
oblik (1) odnosno (la). Specijalni izbor konstanata (15), odnosno 
općenitije (15a), zadovoljava (14) sa znakom plus i vodi na reku- 
rentne relacije (16), koje također pregledno možemo napisati u 
obliku (17). Diskusija slučaja, kada u (14) odaberemo znak minus 
u biti je ista, kao i razmatranje slučaja relacija (10), gdje bi u 
analognom zahtjevu (14) odabrali predznak plus i ona vodi na 
rekurentne relacije (18). Slučaj s negativnim k u (15) razmatra se 
analogno. 


Neke primjene rekurentnih formula 


Iz (17) možemo indukcijom lako dokazati postojanje veze (19), 
t. j. rješenja za cjelobrojne vrijednosti parametra n i —n linearno 
su zavisna i prema tome ne čine fundamentalni sistem rješenja. 

Iz (17) nadalje lako nalazimo eksplicitni oblik rješenja za 
y = +1/2, odnosno v= + (n + 1/2), t. j. izraze (20) i (21). 

Uvođenjem funkcija (22) rekurentne relacije (17) poprimaju 
oblik (23), a sama diferencijalna jednadžba postaje linearna u v, 
t. j. (25). Naravno, polazeći od ove diferencijalne jednadžbe (25), 
pomoću izraza (26), (27), (28) i (29), dolazimo do rekurentnih rela- 
cija (30), koje su identične sa (23). 

Linearna zavisnost rješenja izražena je sa (31) odnosno (32) 
1 pomoću rekurentnih relacija (23) možemo izvesti izraze (33), t. j. 
postoji li linearna zavisnost rješenja za vrijednost parametra v, 
tada postoji zavisnost rješenja i za sve vrijednosti parametra v + n. 
Ograničimo li se, dakle, na interval 0 <v<1, uporedba relacija 
(32) i (24) čini vrlo prihvatljivim zaključak, da linearna zavisnost 
_ postoji samo za v = 1 u tom intervalu, t.j. prema (33) samo rješe- 
nja s cjelobrojnim vrijednostima parametra n i —n linearno su 
zavisna. 

Analogni postupak može se primijeniti i u slučaju rekurentnih 
relacija (10) i dobiveni rezultati su navedeni. 

Rekurentne relacije omogućuju lako izvođenje svojstva orto- 
nomiranosti jedne vrste Besselovih funkcija. Supstituciju (34) uvo- 
dimo, da bi rezultati bili neposredno primjenljivi na kružnu mem- 
branu polumjera G. Tada (1) prelazi u (35) i jednostavnim po- 
stupkom dolazimo dalje do (36). Prema tome postoji relacija (37) 
za onu vrst rješenja, koja su u ishodištu ograđena, i za koja vri- 
jede dva kompatibilna uvjeta iz (38) i (39). Iz (36) također slijedi 
(40), a taj izraz diferenciranjem po cm; i graničnim prijelazom 
Cmj—> Cmi daje rezultat (41). Primjena rekurentnih formula daje 
konačno faktor normiranja (42). 


(Primljeno 5. II. 1953.; nadopunjeno 28. IX. 1953.) 


O JEDNADZBI INCIDENCIJE TOCKE I PRAVCA 
U PROJEKTIVNIM NEZDRUZENIM KOORDINATAMA 


Rudolf Cesarec, Zagreb 


1. Projektivne koordinate točke P u ravnini definiramo kao 
tri broja Z,, To, Tg, određena relacijama 


xa:Xx3 =(PEnona), x3:%1 = (PEng3n,), xi: x =(PEnin2), (1) 


gdje n,, No, Na znače tri čvrsta pravca ravnine, koji ne prolaze 
jednom istom točkom, E je čvrsta točka, koja ne leži ni na kojem 
od tih pravaca (sl. 1), a (PEniny) znači dvoomjer dviju točaka P, 
E i dvaju pravaca ni, nx. Dualno definiramo projektivne koordinate 
pravca g u ravnini kao tri broja u,, u,, ug, određena jednadžbama 

ug: ug = (gf M2 M3), ug: u =(gf M3 My), uy: ug—(gf Mi M2), (2) 
gdje su M,, M,, M, tri čvrste točke ravnine, koje ne leže na jednom 
istom pravcu, a f čvrsti pravac te ravnine, koji ne prolazi ni kojom 
od tih točaka (sl. 2). Pravci n; i točka E čine točkovni projektivni 
koordinatni sustav u ravnini, koji ćemo označiti sa 5 (n;;E), a 
analogni simbol JJ (M;;f) neka znači pravčasti koordinatni sustav 
u toj ravnini. Pravci n; su fundamentalni pravci ili osi, a točka E 
jedinična točka prvog, dok su točke M; fundamentalne točke, a 
pravac f jedinični pravac drugog koordinatnog sustava. 


Često je u projektivnoj geometriji ravnine potrebno raditi isto- 
dobno s obadva ta koordinatna sustava, pak tada u svrhu što jedno- 
stavnijih računa — u koliko problem, koji obrađujemo, to dopušta 
— ta dva koordinatna sustava dovodimo u jedan osobit međusobni 
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položaj: uzimamo, da je M; = N, i da je jedinični pravac f harmo- 
nikala jedinične točke E s obzirom na sada zajednički koordinatni 
trovrh N,N,N, (sl. 3). Takva se dva koordinatna sustava Y i IJ 
zovu združenima, a jednako se zovu i njima određene točkovne ko- 
ordinate x; i pravčaste koordinate u;. Jedinični pravac tada ozna- 
čujemo sa e. 


2. Osnovno je sada pitanje projektivne analitičke geometrije 
ravnine, koji uvjet moraju zadovoljavati koordinate x; točke P 
i koordinate u; pravca g, da P leži na g, t. j. da točka P i pravac 
g budu incidentni. Prije svega treba definicione formule (1) i (2) 
transkribirati sa mješovitih dvoomjera na čiste i to točkovne: 

X23: K3 => (Pi E, N3 No) » X32 Xy— (Pe Es Ni N3) 9 Xi Xa (P3 Ez No Ny); 

Ug : Us = (Gy Ey Ng Na), ug: ur = (Gz Eg Ng Ny), uy + Up = (G3 Eg Ny No), 
gdje je Pi projekcija točke P iz N; na ni, a Gi sjecište pravca g s 
fundamentalnim pravcem ni (sl. 3), dok su točke E; određene rela- 
cijama: . i: 
(E, El Nz, N3) =—1 , (E, Es N3 Nj) =—1 5 (HEN, No) =—1 3 (4) 
kojima je izražen harmonički položaj jediničnih elemenata E i e s 
obzirom na fundamentalni trovrh N,N.N,,. 

Uzmimo sada, da su točka P (x, :x,:2x,) i pravac g (u, : U, : Us) 
incidentni (sl. 3). Ako četiri točke P, G,, G,, G, pravca g projiciramo 
iz točke N, na pravac n, u točke P,, Nz, G,, N,, bit će po poznatom 
stavku: ' 


(3) 


(PG, Gz G3) = (Py Nz G2 Ny). (5) 
Projiciramo li pak dalje desni četverac iz točke P na pravac n, u 
točke N.,P,,G,, N,, bit će 
(Pe N3 Gg Ny) = (N2P3 G3 MN). (6) 
Ova je jednakost od osnovne važnosti, jer je u njoj sadržana inci- 
dencija točke P i pravca g, dok u jednadžbi (5) to 'još nije. Kod 
onog prvog projiciranja iz točke N, na pravac n, točka P bi se 
naime preslikala u točku P, i u slučaju, kad ne bi ležala na pravcu 
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g, nego gdjegod bilo na pravcu N,P,. No kod drugog projiciranja, 
iz točke P na pravac n,, bitno je, da se točka G, preslikava u točku 
G., i to upravo zato, što točka P leži na pravcu g. Jednakost (6) 
dovest će nas zato do traženog uvjeta za incidenciju točke P i 
pravca g. 
Izmijenimo li poredak elemenata na lijevoj strani jednako kao 
na desnoj, imamo iz (6): 
(Gy P, Nz Ny) =(G3N»P3 Nj). (7) 
a ako sada u desnom dvoomjeru zamijenimo medu sobom dva unu- 
trašnja elementa, bit će po poznatom svojstvu dvoomjera: 
(Gz Pp Nz Ny) = 1 — (G3 P3 No Nj), (8) 
dakle: 
(Gy P, Nz Ny) + (G3 P3 NoNi) = 1. (9) 
A radi se sada samo još o tome, da ta dva dvoomjera izrazimo s 
pomoću koordinata x; i u; točke P, odnosno pravca g. S pomoću 
poopćenog Mobiusovog identiteta za dvoomjere imamo za prvi: 
(G; Py Nz Ny) * (Ps Fy Ng Ny) * (Ea Ey Ng Ny) * (Ep G, Ng Ny) =1, 
odakle je s pomoću (3) i (4): 
LACE 


(Gy Po N3 Nj) = (a eC (10) 


uy X1 


Posve istim postupkom dobivamo za drugi dvoomjer u (9): 


(G3 P3 No Ni) = — 


od (11) 
Uy Xi 
a to dvoje, uneseno u (9), daje relaciju: 

Uy %, + uy xy + ug x3 — 0, (12) 
koju moraju zadovoljavati koordinate točke i pravca, koji su u inci- 
dentnom položaju. To je dakle nužni uvjet te incidencije; a da je 
i dovoljan, t. j. da iz njegovog ispunjenja slijedi ta incidencija, 
izlazi odatle, što iz (12) preko (10) i (11) dobivamo jednadžbu (9), a 
iz ove preko (8) i (7) jednadžbu (6), koja upravo znači spomenutu 
incidenciju, kako je to uz tu jednadžbu istaknuto. Jednadžba (12) 
predočuje dakle nužni i dovoljni uvjet za incidenciju točke P(x;) i ' 
pravca g (u,), te se zove jednadžbom incidencije. Njezina je struk- 
tura vrlo jednostavna: skalarni produkt koordinata x; i u;e1ou 
biti jednak nuli. 

3. Jednadžba (12) je u literaturi dobro poznata!), premda nije 
tako glatko izvedena. Ali se sada javlja pitanje, kako izgleda jed- 
nadžba incidencije, ako koordinatni sustavi ¥ (n; ; E) i II (M; ; 7) nisu 
u združenom položaju. Koliko mi je poznato, to pitanje još nije 
dobilo svoj odgovor, i zato ću u ovome što slijedi, izvesti jednadžbu 
incidencije točke i pravca za općeniti međusobni položaj koordinat- 
nih sustava 2 i JJ. U tu svrhu treba najprije regulirati taj među- 
sobni položaj, a to se može učiniti na dva načina: ili tako, da prav- 
časti koordinatni sustav /7 zadamo u točkovnom S ili obrnuto, toč- 


1) Vv. na pr. Heffter-Koehler, Lehrbuch der analytischen Geometrie, 
I. sv., 2. izdanje (1927), str. 137. 
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kovni u pravčastom. Bit će dovoljno, da naše pitanje riješimo za 
jedan od ta dva slučaja, jer se u onom drugom slučaju rješava 
dualno. Neka su dakle elementi sustava JJ zadani u sustavu 
ovako: 
My (X, : X22 X3 Z=ar:a9:a9), Mo(bi:bo:b3), Ms (cy: cg: cs); 
fEAn+ het fem=0, C2 
odakle se razabire, da je međusobni položaj koordinatnih sustava 
+ i II utvrđen sa 12 konstanata a;» b;, ¢;, f;. A jasno je već sada, 
da će te konstante morati sudjelovati kod građenja tražene jed- 
nadžbe incidencije, dakako uz koordinate xi, ui točke P, odnosno 
pravca g. 

Najbliža misao u rješavanju našeg zadatka bila bi ta, da poku- 
šamo slično kao kod združenih koordinata izvesti jednadžbu inci- 
dencije s pomoću projiciranja izvjesnih četveraca, te operiranja s 
pomoću pripadnih dvoomjera. No jednostavniji način bit će taj, da 
se za rješenje općenitog slučaja poslužimo već izvedenom specijal- 
nom jednadžbom incidencije (12), i to pomoću jedne transformacije 
koordinata, u tu svrhu udešene. 

To se može postići na pr. tako, da uzmemo u pomoć točkovni 
koordinatni sustav 2’, koji je združen s pravčastim koordinatnim 
sustavom II, za koji je dakle N; — Mi, a jedinična točka E’ je har- 
monički pol jediničnog pravca f s obzirom na trovrh M,M,M, (sl. 
4). U tom će koordinatnom sustavu 2 točka P (x;) imati koordinate 
Xi, pak će prema (12) jednadžba incidencije točke P(x:) i pravca 
g (ui) sada glasiti: 

Uy xy" + Ug x +u3za3 = 0. (14) 

Jednadzbe transformacije, koja prevodi koordinate x; u ko- 
ordinate xi, dobit ćemo iz jednadžbi, koje predočuju pravce ni = 
= MxM; u koordinatnom sustavu 2. No za pravac n, imamo s 
pomoću (13) jednadžbu 

nj“... (by cz — bg 62) Xi + (b3 €, — by 3) Xo + (bye, — bo cy) X3 = 0 (15) 
i analogno za pravce n,,n,. Naše transformacione formule bit će 
dakle: 

01 Xi = x4 (be)og + x0 (be)31 + x3 (be)i2, 
2! Xx»; = xi (ca)2g + Xz (ca)31 + x3 (ca)y2, (16) 
0; x3' = x; (ab)aa + x2(ab)3; + x3 (ab)i2, 
e je 
oe (bc); = b;c, — 0, €;- 

Time je postignuto, da je Ni = Mi, a da E bude harmonički 
pol pravca f s obzirom na trovrh M,M,M.,, omogućit će nam faktori 
proporcionalnosti 01. U tu svrhu treba najprije odrediti koordinate 
točaka Fj (sl. 4) iz jednadžbe (15) i dviju njoj analognih, te jed- 
nadžbe (13). Označimo li koordinate točke Fj sa fu, fiz, fis, imamo: 

fir: fie: fig = [bi (cf) — € (bf)]:[b2 (cf) — e» (bf)] : [bs (cf) — eg (Bf), 
far: fe2: fea = [er (af) — a, (cf)] : [c2 (af) — az (cf)] : [ca (af) — ag (cf)], 
fax: 32: fag = [ay (bf) — bi (af)] : [a2(bf) — bo (af)] : [a3 (bf) — bs (af)], 
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gdje je na pr. 


a «a. 


(af) = = aft + a2f2 + as fs. 
Odatle se pak na poznat način izvodi, da točke Ej zbog harmoniteta 
(My M3 F, Ey’) =—1, MM PE) = —1, (M, Mp F3 E3')=—1 © 


imaju koordinate | 
SA est fess = [ba (of) + a GJ): [be lef) + on (601 : Be) oe 


i analogno za E, , E,. 


Za određenje još neodređenih faktora proporcionalnosti gi | 
trebamo koordinate jedinične točke E', a te ćemo dobiti, ako sagra- | 
dimo jednadžbe pravaca Mj Ej’ i odredimo cone, slo a 
ika, Tako dobivamo 


ele»: da OMEN + POA + ADO: : DOE 
:[a2(bf) (of) + bo(cf) (af) + cxlaf(bf}: AT) 
: [ag (bf) (ef) + bs (ef) (af) + es (af) (f)]- i 
To su Roordinata™ što th točka E' ima u koordinatnom 


dok u svom vlastitom sustavu .* ima koordinate 1:1: ut 
i < u kise esse eni s o epee Sak ae ae 
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1 
= ) ey dra (bc)3 “- x» (bc)si + x3(be)y2] , 


: [x, (ca)o3 + x2 (ca)31 + x3(ca)to] , 


1 
oe = Af) 


> 1 
45 = (af) Gf) 
Preostaje još samo, da to unesemo u jednadžbu incidencije (14), 
pomoću čega se dobiva: 
uy * (af) (xbc) + u» + (bf) (xca) + ug + (cf) (xab) =0 (20) 
kao tražena Jae LE incidencije za nezdruzeni medusobni polozaj 
koordinatnih sustava 2 i IJ. Značenje simbola (x bc) dano je u (19). 
Sada je jasno, u kom sastavu u jednadžbu incidencije ulazi 12 kon- 
stanata aj» b;. ¢;. f; , zadanih u (13). 
Dat ćemo još jednadžbu nj (20) u obliku sređenom po 
koordinatama ma : 
1 * [uy (af) (be)o3 + us of) (ca)o3 + ug (cf) (ab)s3] + 
re i [uy (af) (bc)si ++ uz (bf) (ca)zi + ug (cf) (ab)31] + 
+ x3 + [uy (af) (be)i2 + uo (bf) (ca);2 + ug (cf) (ab),2] = 0. 

4. Jedan specijalan slučaj jednadžbe (20) dobijemo, ako koordi- 
natne sustave 5 i II iz općenitog položaja dovedemo u posl gdje 
je M; = Ny: Tada je 

ay: @g:a3—=1:0:0, by: bg: bs =0:1:0, cq:02:63Z=0:0:1, 
po čemu je onda 


. E (ab)»s + Xo (ab)ai + x3(ab);9] . 


(xbc): (xca): (ab) = xy"'x5 5 535 
pak jednadžba incidencije (20) poprima specijalni oblik: 
Jiuar+ fourxe + zu = 0. : (21) 
A uzmemo li još, da je jedinični pravac f harmonikala jedinične 
točke E s obzirom na trovrh N,N,N., dakle ima jednadžbu 
| fet w+ %3=0, 


h=he =f3, 
dobivamo iz (21) našu polaznu jednadžbu incidencije (12). 
Drugi specijalni slučajevi dobiju se, ako sa elementima Mi, f 
drugačije disponiramo, na pr. uzmemo, da je M, =N,, M, =N,, 
M, = Nj. 


(Primljeno 5. XI. 1952) 


tj. 


UBER DIE INZIDENZGLEICHUNG IN NICHTZUSAMMENGEHORIGEN 
PROJEKTIVEN KOORDINATEN | 


Rudolf Cesarec, Zagreb 


Zusammenfassung 


N achdem in Nr. 1 die projektiven Punkt- und Linienkoordi- 
naten in bekannter Weise definiert sind und in Nr. 2 die Inzidenz- 
bedingung fiir Punkt und Gerade in zusammengehčrigen projekti- 
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ven Koordinaten wie gewčhnlich abgeleitet ist, wird in Nr. 3 die 
Frage nach der Form der erwahnten Bedingung fir den Fall auf- 
gestellt, dass die Punkt- und Linienkoordinaten nicht zusammen- 
gehčrig sind. Da kann man zwei Wege einschlagen: entweder den 
direkten, indem man wiederum mit Doppelverhaltnissen und Pro- 
jektionen operiert oder den indirekten, jedoch leichteren, wodurch 
der allgemeine Fall mit Hilfe einer geeigneten Koordinatentransfor- 
mation auf den soeben erledigten speziellen zuriickgefiihrt wird. 


Zu dem Ende werden in Nr. 3 die Elemente M ,; , f des Linien- 
koordinatensystems durch ihre Koordinaten bzw. Gleichung (13) in 
Bezug auf das Punktkoordinatensystem + (N;; E) gegeben, also ins- 
gesamt durch 12 Konstanten, deren Mitwirken naturlicherweise auch 
in dem Endergebnisse zu erwarten ist. Nimmt man nun das Punkt- 
koordinatensystem 5“ (Ni; E') zu Hilfe, das mit dem Linienkoordi- 
natensystem II (M;; f) zusammengehorig ist (Fig. 4), so nimmt nach 
(12) die Inzidenzgleichung des Punktes P (xi) = P (xi) und der Ge- 
raden g (ui) die Form (14) an. Danach handelt es sich darum den 
Zusammenhang der Koordinaten x; und x; zu bestimmen. Derselbe 
wird aber durch die Transformation (16) dargestellt, wo die rech- 
ten Gleichungsseiten, gleich Null gesetzt, die Gleichungen der Fun- 
damentalgeraden m; des Linienkoordinatensystems II(M; f) in Be- 
zug auf das System 2 (N;; E) bedeuten. Es miissen jedoch die Pro- 
portionalitatsfaktoren o; dabei so bestimmt werden, dass der neue 
Einheitspunkt E’ harmonischer Pol der Einheitsgeraden f in Bezug 
auf das Dreieck M,M,M, wird. Zu diesem Ende bestimmt man zu- 
erst die Koordinaten fi, : fig: fig der Punkte Fj (Fig. 4), sodann die 
Koordinaten €'ij : €'io : e’ig der Punkte E; mittels der Harmonitaten 
(M, M, F, E’,) = —1 usw., womit man dann leicht die Koordinaten 
e; des Einheitspunktes E’ in (17) gewinnt, mit Riicksicht darauf, 
dass E der gemeinsame Punkt der Genaden M, E,’, M,E,’, M, E.” 
ist. Nun ergeben sich die Formeln (18) fiir die Faktoren oi einfach 
dadurch, dass man die Transformationsgleichungen (16) auf den 
Einheitspunkt E’ anwendet, indem man links x; = €, rechts aber 
anstatt x; die Ausdrticke (17) einsetzt. So bekommt man schliess- 
lich in (20) die gesuchte Inzidenzgleichung, woraus man dann die 
Art des Mitwirkens der oben erw&hnten 12 Konstanten oi, bi, ci, fi 
klar ersieht. 


In Nr. 4 wird noch das Endergebnis (20) spezialisiert und zwar 
fur den Fall Mi = Ni, wo also die gegebenen Systeme X und JT 
fast zusammengehorig sind; die Inzidenzgleichung (20) wird da- 
durch zu (21). Wird nun zuletzt noch die Einheitsgerade f zur 
Harmonikale des Einheitspunktes E in Bezug auf das Koordinaten- 
dreieck N,N,N,, so nimmt die Inzidenzgleichung ihre Anfangs- 
form (12) an. Man kann aber mit den Elementen Mi, f des Linien- 
koordinatensystems auch andersartig verfiigen und die entsprechen-- 
de Form der Gleichung (20) leicht bestimmen. 


PEANOVA PRESLIKAVANJA I SUSLINOV PROBLEM 


Svetozar Kurepa, Zagreb 


Uvod 


Cilj radnje je, da prikaZe konstrukciju Peanova preslikavanja 
(krivulja) i da dade dva problema ekvivalentna sa Suslinovim pro- 
blemom. 

Radnja je podijeljena u četiri paragrafa. § 1. sadrži pojmove 
i tvrdnje (uglavnom bez dokaza), potrebne u radnji. U § 2. detaljno 
je obrađen Hilbertov primjer Peanova preslikavanja jediničnog 
segmenta na kvadrat i dano je Peanovo preslikavanje segmenta na 
n (prebrojivo) dimenzionalnu kocku. § 3. i § 4. sadrže dva problema 
ekvivalentna sa Suslinovim problemom. Tu je Suslinov problem 
doveden u vezu s dosta čudnim, po svojoj prirodi suprotnim, pre- 
slikavanjima. Dok se ta veza u § 3. uspostavlja pomoću Peanovih 
(dakle neprekidnih) preslikavanja, dotle se ona u $ 4. uspostavlja 
pomoću monotonih preslikavanja diskontinuiranih u svakoj »racio- 
nalnoj« točki. 


§ 1. Pojam krivulje 


Definicija 1.1. Kažemo da je skup potpuno uređen, ako 
je u njemu definirana refleksivna, antisimetrična i tranzitivna rela- 
cija primjenljiva na svaki par elemenata iz toga skupa. 

Definicija 1.2. Intervalom potpuno uređena skupa E zo- 
~vemo skup elemenata iz E, koji leži »između« (u odnosu na ure- 
đajnu relaciju) dva različita elementa skupa E, pri čemu ta dva 
elementa ne uključujemo u interval. 

Početnim (završnim) intervalom potpuno uređena skupa E zo- 
vemo skup elemenata iz E, koji dolaze »prije« (»kasnije«) (u odnosu 
na uređajnu relaciju) nekog elementa iz E pri čemu taj element ne 
uključujemo u početni (završni) interval. 

Definicija 1.3. Za uređen skup E kažemo, da je hepre- 
kidan ako on nema ni praznina ni skokova, t. j. svaki Dedekindov 
_ presjek izveden u skupu E određuje jedan jedini element skupa E. 

Definicija 1.4. Okolinom O(P) točke P potpuno uređena 
skupa E zovemo bilo koji srednji, početni ili završni interval skupa 
E koji sadrži točku P. 2 

Adherencija skupa M C S je skup M sa svojstvom da svaka 
okolina bilo koje točke iz M sadrži bar jednu točku iz M. 
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Definicija 1.5. Preslikavanje f topološkog prostora A na 
topološki prostor B zovemo neprekidnim u točki P = A, ako za 
svaku okolinu O(Q) točke Q =f1(P) — B, postoji takova okolina 
O (P) točke P, da je f [O(P)] © O (Q). 

Da je f neprekidno preslikavanje u A znači, da je f neprekid- 
no u svakoj točki P — A. 

Defiricija 1.6. Homeomorfnim preslikavanjem topološkog 
prostora A na topološki prostor B zovemo svako recipročno jedno- 
značno i kontinuirano preslikavanje prostora A na prostor B. 

Kažemo, da su topološki prostori A i B homeomorfni ako po- 
stoji homeomorfno preslikavanje, koje prevodi jedan na drugi. 

Definicija 1.7. Za skup E kažemo da je povezan (kone- 
ksan), ako ga je nemoguće prikazati kao uniju dvaju punih, dis- 
junktnih zatvorenih skupova. 

Za povezane skupove vrijedi: 

Teorem 1,1. Neprekidno preslikavanje f£ prevodi povezan 
skup A na povezan skup fA = B. 

Dokaz. Kada bi B bio nepovezan, onda bi postojali neprazni, 
zatvoreni skupovi B, i B, sa svojstvom: 

B,UB,=8B,B,(1B,=v (v je prazan skup) i 
A MBI) By FP Bro fy BIS Aa 

Pokažimo, da su A, i A, neprazni disjunktni zatvoreni sku- 
povi. Budući, da su B; (i = 1,2) neprazni to su i A; (i = 1,2) nepra- 
zni. Kada A, i A, ne bi bili disjunktni, onda bi postojalo takovo 
x = A, da bude f (x)= B, i f(x) = B, što je nemoguće, jer je 
B, (1B, = v. Ako niz xx S A; teži prema x = A, onda uslijed ne- 
prekidnosti niz f (xx) = B; teži prema f(x) = B; (B; su zatvoreni 
skupovi!) a to pokazuje, da je x =< f-'Bi, t.j. rs = Ai. Dakle 
pretpostavka, da je B nepovezan vodi na zaključak da je A nepo- 
vezan — suprotno uslovu teorema. 

Definicija 1.8. Za neki prostor kažemo, da ima svojstvo 
(S) (Suslinovo svojstvo), ako je svaka familija disjunktnih okolina 
izvađenih iz tog prostora konačna ili prebrojiva. ; 

Definicija 1.9. Kažemo, da potpuno uređen neprekidan | 
skup E ima svojstvo (D), ako postoji bar jedno monotono presli- 
kavanje f toga skupa u sama sebe sa svojstvom, da je skup Df — 
točaka diskontinuiteta preslikavanja f svuda gust po E, t. j. da je > 
Df=E. Ć ' 

Definicija 1.10. Familiju skupova A zovemo pokrivačem 
skupa B, ako su elementi familije A podskupovi skupa B i ako je 
unija tih skupova skup B. Ako su elementi familije A otvoreni (za- 
tvoreni) u B, pokrivač zovemo otvorenim (zatvorenim). Maksimalan 
broj elemenata pokrivača A, koji imaju pun presjek zove se više- 
strukost (kratnost) pokrivača (isp. [1] str. 25). 

Definicija 1.11. Skup E je kompaktan (u sebi), ako je 
konačan ili ako svaki njegov dio dopušta bar jedno gomilište (koje 
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leži u skupu E). ([9] str. 345). Kompaktan skup razdaljinskog pro- 
stora zovemo kompaktom. 

Definicija 1.12. Najmanji prirodni broj n zovemo dimen- 
zijom kompakta, ako za proizvoljan € >> 0 postoji zatvoreni pokri- 
vač toga komptakta višestrukosti <n +1 sa elementima po dija- 
metru manjim od e (isporedi [1] def. 8.31 i 8.42). 


Teorem 1.2. Topološki produkt 


Bb, GRGE, = depeLv.e re (E Ex, k= 1,.2..2n) 
od n (prebrojivo) segmenata E,,E.,..., En je n (prebrojivo)-dimen- 
zionalan. 


Inače se taj produkt zove n (prebrojivo)-dimenzionalni para- 
lelopiped. 

Ako su segmenti jednaki. onda se paralelopiped zove n (pre- 
brojivo)-dimenzionalnom kockom i označava sa E"(E(%, gdje je w, 
prvi beskonačni redni broj). 


Definicija 1.13. Peanovim preslikavanjem skupa E na 
skup E" (n=1,2,...0,) zovemo svako jednoznačno, neprekidno 
preslikavanje skupa E'na E", pri kojem je svaka točka skupa E" 
slika bar jedne točke iz E: specijalno je dakle JE = E". 


G. Cantor je htio da pojam krivulje definira kao izvjestan 
skup točaka ravnine. On pod krivuljom u ravnini razumijeva svaki 
ograničen perfektan skup ravnine, koji nigdje u ravnini ne leži 
gusto. Ova definicija je preopširna, jer sadrži skupove točaka, koje 
ne možemo zamisliti kao crtu koja leži u ravnini. Jordan korigira 
tu definiciju, smatrajući pod ravninskom krivuljom trag točke, koja 
se giba neprekidno u ravnini, t. j. jednoznačnu i kontinuiranu sliku 
segmenta. U koordinatnom sustavu Jordanova krivulja ima jed- 
nadžbu: x = g(t), y=h(t), (Q0<t<1) gdje su g i h jednoznačne 
i neprekidne funkcije varijable t. Lako je dokazati, da je svaka Jor- 
_danova krivulja ujedno i Cantorova krivulja!), dok obrat ne vrijedi 


= ([10] str. 196). 

Iako je Jordanova definicija dovela do progresa, ipak ona do- 
zvoljava, kako je to prvi pokazao talijanski matematičar Peano [11], 
preslikavanja, koja segment prevode u ravninu tako da ispune 
cijeli kvadrat. Danas se pod Jordanovom krivuljom razumijeva 
kompakt homeomorfan segmentu ili kružnici. To znači da su funk- 

cije g, h, g-!, h— neprekidne, a jednoznačnost se može narušiti 
najviše jedamput. Unija Jordanovih krivulja, koje imaju konačan 
broj zajedničkih točaka zove se elementarna krivulja. Kod Peano- 
vih krivulja, na koje ćemo odmah prijeći, funkcije gt i h—! nisu 
kontinuirane, a jednoznačnost se narušava kontinuum mnogo puta. 


1) Opširno o Cantorovim krivuljama vidi u peznatom djelu Urysohna: 
Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes I., Fundamenta Mathematicae 
VII, 30, 30—137; VIII str. 225—359, a II-gi dio u Verh. Akad. Wet., Am- 
sterdam XIII (1 do 172). ; ; 
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§ 2. Peanova preslikavanja segmenta na kocku 


I. Godinu dana poslije Peanova otkrića Hilbert daje jednostav- 
nu konstrukciju Peanova preslikavanja segmenta na kvadrat. Mi 
ćemo ovdje taj primjer detaljno obraditi iz razloga, što je on uz 
poznatu Lebesgue-ovu konstrukciju (vidi [9] § 29.7.3.) najjedno- 
stavniji, i što se lako prenosi na konstrukcije Peanova preslikava- 
nja segmenta na prebrojivo dimenzionalnu kocku. 

Osnovna ideja kod svih konstrukcija Peanovih preslikavanja 
sastoji se u definiciji niza recipročno jednoznačnih preslikavanja 
fn između izvjesnih podskupova?) segmenta i izvjesnih podskupova 
kvadrata, koja na limesu daju Peanovo preslikavanje, označimo ga 
sa f, između točaka segmenta i točaka kvadrata. 

Da bi konstruirali Peanovo preslikavanje segmenta S‘©)=[0,1] 
na kvadrat KO=[0,1]* razmotrimo operaciju »O«, koja svaki seg- 
ment n-l-vog ranga dijeli na četiri jednaka segmenta n-tog ranga, 
a svaki kvadrat n-l-vog ranga dijeli na četiri jednaka kvadrata 
n-tog ranga. Pri tome se segmentom odnosno kvadratom nultog 
ranga smatra S©) odnosno K©). 

Da bi definirali preslikavanja f, potrebno nam je izvršiti sli- 
jedeću numeraciju segmenata odnosno kvadrata. Numeraciju ozna- 
čimo sa (a). Ako su segmenti i kvadrati n-1-vog ranga numerirani, 
onda segmente i kvadrate n-tog ranga numeriramo držeći se ovih 
pravila: ' 

1. segmente n-tog ranga (n = 1,2,...) SQ, S®, SD, SY (r ide 
svim varijacijama sa ponavljanjem n-l-vog reda od brojevi Ome 
i 3), koji pripadaju istom segmentu n-1-vog ranga S—Dnumeriramo 
brojevima 0, 1, 2, 3 idući od lijeva prema desno tako, da: 

a) segmenti s uzastopnim brojevima imaju pun presjek i 

b) S NSO Dv, SQ ASK? 2v; 

2. kvadrate KY), K%, K%, KS (r ide svim varijacijama s 
ponavljanjem n-l-vog reda od brojeva 0, 1, 2, 3) n-tog ranga, koji 
pripadaju istom kvadratu K!"—” n-1-vog ranga numeriramo broje- 
vima 0, 1, 2, 3 tako da: 

a) kvadrati sa uzastopnim brojevima imaju stranicu zajed- 
ničku i 

b) kvadrati KS L REM imaju zajedničku stranicu, a također 
i kvadrati KS i Ki) imaju zajedničku stranicu. 

‘Preslikavanja f, definiramo jednadžbom 

SV) KW, £=0,1,2,31 1 SO) = KO, 

Ako operacija O djeluje beskonačno puta, onda po Cantorovom 

teoremu o presjeku dolazimo do toca sepcute (oznatimo ih sa 


?) Prema tome f, nisu točkovna preslikavanja, nego su to preslikoyaii 
nja, koja skupu pridružuju skup t. j. f, su skupovna preslikavanja. 
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so (odnosno do točaka kvadrata) oznatimo ih sa K“ % _ » ide svim 
varijacijama sa ponavljanjem w,-tog reda od brojeva 0, 1, 2, 3). 


Za dani r=i, i,, i,,..., in,... (ts <.10, 1, 2, 31) potpuno su 
određene točke 


Suka i K; Pelayo 
a odavde se vidi, da silaznom nizu segmenata SOS Shi So 
7 i, ---- odgovara silazni niz kvadrata KV DK{? > 5K, > 
E) Eu pe t. j. gornja korespondencija generira recipročno jed- 


noznačnu korespondenciju između silaznih nizova posmatranih kva- 
drata i silaznih nizova posmatranih segmenata. Stavimo li f = 
= lim fz (n — ov) t. j. 
risk, 

onda imamo: 

Teorem 2.1. Točkovno preslikavanje f segmenta [0,1] na za- 
tvoreni kvadrat [0,1]? definirano jednadžbom: 

f (S) = KL 

je Peanovo preslikavanje. 

Dokaz dijelimo u tri dijela. 

1. Svaka točka kvadrata je slika bar jedne točke segmenta. 
Iz same konstrukcije slijedi, da se svakoj točki P’ = K©) steže bar 
jedan silazni niz kvadrata, t. j. svakoj točki P’ < K pripada bar 
jedno r takovo, da je P’ = Kio No, uočenom r-u odgovara točka 
(SO) 4. j. točka K“ je slika točke S“, što nam i treba. 
| 2. Svakoj točki P <= SO% pripada jedna i samo jedna točka 
kvadrata. Ako točka P = S(% ostaje nutarnjom točkom ke 
i za svako n, onda se niz s? steže nas ht lb s do njoj 
pripada jedna i samo jedna točka kvadrata, t. j. točka K“, Ako 
se točki P= S stežu dva niza segmenata S; 


ts ty igannj s dop ie 


onda je za svako n: S£,...,4, ASO iy,..., 49 DY, što pokazuje, da 


) 
su in i in uzastopni brojevi. No tada jei fee Loto KP bika, ent > 


| Dv, t. j. nizovi Ki" EEE Ki? if, ...,in' Se stežu na istu točku. 

a 3. Preslikavanje f je neprekidno. Iz 2. slijedi da možemo uzeti, 
a svakoj točki P = S©) pripada samo jedno r takovo, da je P = 
= S“ ; ako joj pripadaju dva r-a, t. j. 7’ ir’, onda uzmemo na pr: 
naj kome pripadni segmenti leže lijevo od P (nakon nekog n). Da 
Sa SS is, ty ty PSY, ote, Ps) po’ Voli 
lizu znači, da je in = in za po volji veliko.n >> n,. To povlači 

KO ga 3. 


ip + +... in > dn. , 


3. M Vođice KO i Keo su po volji blizu, što i ivrdišino« 
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Time. je teorem dokazan i Peanovo preslikavanje segmenta 
S® na kvadrat K® konstruirano uz pretpostavku da je numeracija 
(a) moguéa. 

Da bi pokazali, da je numeracija (a) moguća i kako se kon- 
kretno zadanoj točki segmenta (kvadrata) pridružuje točka kvadra- 
ta (segmenta), zgodno je uvesti koordinatni sustav brojnog sistema 
baze četiri na segmentu S(% (koordinata t) i koordinatni sustav 
brojnog sistema baze dva na susjednim stranicama kvadrata (ko- 
drdinate ‘x i y). Kako smo vidjeli, točka kvadrata ovisi samo o točki 
segmenta, t. j. x =g(t)i y=h(t) O<t<1, gdje su gih jedno- 
značne neprekidne funkcije varijable t. Nanesemo li t na aplikatu, 
a.g(t) i h(t) na apscisu.i ordinatu pravokutnog prostornog koordi- 
natnog sustava, dobivamo prostornu krivulju ¢ija ortogonalna pro- 
jekcija na ravninu XOY ispunjava cijeli kvadrat. Mehanički rečeno 
to znači, da projekcija točke, koja se giba po takovoj prostornoj 
krivulji prođe kroz svaku točku kvadrata. Ta prostorna krivulja 
je sjecište cilindara x = g(t) i y = h(t). Odavde ideja, da se kon- 
struiraju dvije krivulje: jedna u ravnini XOZ, druga u ravnini YOZ 
tako, da se njima pridruženi cilindri sijeku u prostornoj krivulji, 
čija projekcija na XOY ispunjava cijeli kvadrat (vidi [6]). Lako je 
vidjeti, da beskonačno maloj promjeni prvog reda varijable t odgo- 
vara beskonačno mala promjena funkcije g(t), odnosno h (t), t. j. 
g i h su neprekidne funkcije, koje nemaju nigdje derivacije>). 

Ako je ABCD kvadrat n-1-vog ranga i ako želimo numerirati 
kvadrate n-tog ranga dobivene iz ABCD primjenom operacije O, 
ali tako. da kvadrat s vrhom kod A dobije broj nula, a kvadrat 
s vrhom kod D dobije broj 3 i da zahtjevi numeracija (a) budu 
ispunjeni, onda to možemo načiniti na više načina. Označimo li 
središta kvadrata brojevima 0, 1, 2, 3 i spojimo li ih, dobivamo 
određene figure (isp. [2]). Za numeraciju (a) bitne su četiri figure 
A BAG (Shek) 

Uz figure su stavljene i tablice, koje daju n-to mjesto iza za- 
pete .u koordinatama točaka na korespondentnim segmentima i 
kvadratima n-tog ranga. >. a 

_ Ako operacija O djeluje na kvadrat n-tog ranga, čiji sljedbe- 
nici u n+1-vom rangu imaju figuru A, onda se sa slike 2. vidi (to se 
dade zaključiti i bez slike), da uslov numeracije (a) povlači O (A) = _ 
= BAAC gdje nam desna strana znači figuru, koju dobijemo, ako 
na figuru B nastavimo figuru A na ovu opet A i na ovu figuru C. 
Na analogan način slijedi, da je O(B) = ABBD, O (C) = DCCA® 
O(D) = CDDB. To je vrlo važan rezultat, jer nam pokazuje, da se 
pri numeraciji kvadrata n + 1-vog ranga javljaju kombinacije već 
poznatih figura. Dalje vidimo, da zahtjev, da se kvadrati prvog 
ranga povežu određenom figurom ima za posljedicu, da su figur 
(numeracija) svih ostalih rangova potpuno određene. 
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U daljnjem ćemo uvijek smatrati, da je polazna figura A t. j. 
kvadratu s vrhom (0,0) pridružen je broj 0, a kvadratu s vrhom 
(1,0) pridružen je broj 3 (misli se na kvadrate prvog ranga). Iz 
dobivenog rezultata slijedi, da je numeracija (a) uvijek moguća. 
Sada smo u stanju, da konkretno zadanoj točki segmenta (kvadrata) 
nađemo korespondentnu točku kvadrata (segmenta). 


SLI 


Primjer 1. Točki t = 0,20310312... odrediti korespondentnu. 
Segmentu S$) odgovara kvadrat KU, a jer je A početna figura, to iz 
Slablice za (A) čitamo zat =0,2,2=01iy9=0,1.Iz0(4) = BAAC 
slijedi, da su kvadrati drugog ranga, koji leže u e vezani figu- 
rom A. U tablici (A) za tco0 imamo x~w0 i yoo. Kvadrati 
trećeg ranga, koji su sljedbenici kvadrata ki vezani su figurom 
B, koja za tco3 daje r~w0 i yevl. Sve se to dade pregledno 
pisati u obliku tablice: 


t.d stoi Mi Do Sogrlo Goae 
x LO OAR a ae 
yo ee OL Cree Oe oe 


FA: espe? DECAA MA. 
Iz te tablice čitamo, da korespondentna točka ima koordinate 
s = 0100111172 
y = 0,10101001... 
Primjer 2. Točki x = 0,1001011..., U =0,1010110... naći ko- 
respondentnu. 
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Tablica za figuru A daje za xc~ol i yo? vrijednost ter 2. 
Iz.O (A) = BA AC vidimo, da su sljedbenici kvadrata-K, u dru- 
gom rangu povezani figurom A, U figuri Azax~w0iyod ima- 
mo t co 0. Sljedbenici kvadrata KY) u trećem rangu su vezani figu- 
rom Bit. d. U obliku tablice imamo: 

seki“ 10 27 0:751. 0 Lae oe 
Yond desk Ss L510 eden LED sas 
t ON | Mae toad a ee! 


SAS AS BD ODJBREDI-B 22 bere 
Iz te tablice čitamo, da je korespondentna točka t = 0,2031321. 
Ostaje još, da ispitamo inverzno preslikavanje. Iz navedenih 
primjera vidimo, da točki kvadrata, čije su koordinate-x;y-besko- 
načni neperiodski dijadski razlomci, odgovara;jednai samo jedna 
točka segmenta. KEKII rem 


Da bi točki P’ = K® odgovarale dvije točke segmenta treba, 
da točki P pripadaju bar dva r-a tako, da je P = Kć% = KG (r= 
=F 7’), a to znati da se tokom subdivizije P’ mora naći na stranici 
bar dvaju kvadrata, t. j. njena je bar jedna koordinata beskonačni | 
periodski dijadski razlomak. Analogno uvjet, da točka bude tro- , 
struka ili četverostruka je, da su joj obadvije koordinate beskonač- | 
ni periodski decimalni razlomci. Ako je x periodski razlomak, a 
y nije, onda je općenito (x, y) dvostruka točka, t: j. dvostrukih 
točaka ima koliko i iracionalnih brojeva, dakle kontinuum mnogo. 
Dalje vidimo, da trostrukih i četverostrukih točaka ima prebrojivo. 

Primjer '3. Totki x = 0,1, y = 0,0101101110.. 
dentnu. x možemo na dva načina prik 
mak. Zato imamo ; 


. naći korespon- 
azati kao beskonačan razlo- 


pose | fl et Res es a LO ee sra 
Yee Onto Le ean) fod 
oe ie S i 
FIA BBBBBB. 
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x Pees 02 0. 0 
y Gakilš ose 45 Oi. On 1 
t Sy ale Eee 
Benen CE CEC Ci CC 


Figura uvijek ostaje ista. Uočenoj točki korespondentne su: 
1 =0,0212212... i t, = 0,3121121... 


Primjer 4. Točki (0'1, 001) pripadaju točke: 


a) x =0,1000..., y=0,01000..:, t, =0)3122- ... = 41:48, 
b) = 60111 +), 7 y= 0,01600 ...,.. 3 = 0,211". 1 =1.7:4851 
e)=0,1000..., | y= 0,001L +... ' t= 0,32111... = 43:48, 
dy z= 0,0111..., . ¥=,0,00111.+.,- (+, =,0,01333..... =. 6:48. 


Odavde se vidi, da je uotena toéka éetverostruka. 

Na prvi pogled nam se čini, da konstruirano preslikavanje 
nema trostrukih točaka. Tako je zaključio čuveni matematičar Pi- 
card u djelu Traite d'Analyse T. I. str. 30. Međutim to nije tako, 
kako je pokazao Sierpinski. Ako se nekoj točki kvadrata stežu četiri 
niza kvadrata, onda njima odgovaraju četiri niza segmenata, koji 
se općenito stežu na četiri točke segmenta: No, može se desiti, da 
među uočenim nizovima kvadrata postoje dva uzastopna niza, t. j. 
kvadrati n-tog ranga jednog i drugog niza nose uzastopne brojeve 
za svako n. Tada se korespondentni segmenti stežu na be a ne 
dvije točke. 


Primjer 5. Točka (0'11, 001) je slika točaka: 


a) x =0,11000...,. y=0,01000.... t, =.0,3022 ... = 19:24, 
b) a =0,11000:.., y=0,00111.... t, = 0,33111... = 23:24, 
€) x= 0,10111..., y= 0,01000...  t, = 0,31333... = 21:24, 
d) x=0,10111...,  y=0,0111... +t, =0,32000... = 21:24. 


Dakle je zaista uočena točka trostruka. 


II. Primjer Peanova preslikavanja segmenta [0,1] na kvadrat 
[0,1]2, koje pored jednostrukih i dvostrukih točaka: ima samo tro- 
struke (isp. [10]). - 

d Dani kvadrat podijelimo na deset dijelova (kao na Sl. 3.), koje 
numeriramo brojevima od 1 do 10. Dobivene pravokutnike dijelimo 
na sličan način pazeći, da se samo po tri dodiruju. Opet numeri- 
ramo prirodnim brojevima, pazeći da pravokutnici s uzastopnim 
brojevima imaju zajedničku stranicu. Ponovimo li operaciju bes- 
konačno mnogo puta, ali tako, da dijagonala najvećeg pravokutnika 
n-tog ranga teži nuli dolazimo do točaka kvadrata. Pravokutnika 
n-tog ranga ima 107". Podijelimo segment [0,1] na 10" dijelova, koje 
numeriramo brojevima od 1 do 107 idući od lijeva na desno. fn se 
definira kao preslikavanje, koje segmentu n-tog ranga pridružuje 
onaj pravokutnik n-tog ranga, kojemu je pridružen isti broj kao i 
. uočenom segmentu. Na granici f, daje točkovno preslikavanje. f. 
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Moze se pokazati, da je f Peanovo preslikavanje, a da f nema 
četverostrukih točaka slijedi iz same subdivizije kvadrata. 


III. Preslikavanje segmenta na n-dimenzionalnu kocku najjed- 
nostavnije dobijemo poopćenjem već proučenog Hilbertovog pri- 
mjera (isp. [10]). Svaki brid n-dimenzionalne kocke E" podijelimo 
na dva jednaka dijela, pa imamo: 


E'=(E,,UE,) X... X (Ent U Eng), 
koje uslijed komutacije kombinatornog produkta daje: 
E" = [(E,, U Ey.) X... X (Ent Ente)] X En U (En Ego) X--- 
esi: (Ep—1,4 (oS Bee) owns 


Budući da suponiramo da kocke (n-1)-dimenzionalnog prostora 
znamo numerirati, to cnda znamo numerirati prvu uglastu zagradu 
naše unije. No, taj prvi dio ima posljednji elemenat u numeraciji, 
a ovaj ima potpuno određenog susjeda u drugoj uglastoj zagradi, 
kojeg uzimamo kao početnog za numeraciju toga n-1 dimenzional- 
nog prostora. Tako smo uspjeli numerirati elemente prvog ranga 
(njih 2”). Segment [0,1] dijelimo na 2” jednakih dijelova, koje nu- 
meriramo brojevima od 1 do 2” idući od lijeva na desno. Jednako 
označene segmente i kvadrate stavimo u korespondenciju. Primje- 
nimo li postupak beskonačno mnogo puta, dolazimo do točaka, a 
korespondencija prelazi u Peanovo preslikavanje segmenta [0,1] 
na Er. 


IV. Peanovo preslikavanje segmenta [0,1] na Ee (isp. [10]) 


Elemente n-tog ranga dobivamo na slijedeći način: bridove 
kocke numeriramo prirodnim brojevima tako, da dvama uzastop- 
nim brojevima odgovaraju bridovi sa zajedničkom točkom. Zatim 
brid s brojem 1 dijelimo na 2" jednakih dijelova, drugi brid na 
2"—1it.d. n-ti na dva jednaka dijela, a sve ostale uopće ne dije- 


limo. Time je kocka podijeljena na E bitadi paralelopipeda, koje zna- 
mo numerirati (III). Na isto toliko dijelova dijelimo [0,1] i nume- 
riramo idući od lijeva na desno. Jednako označene segmente i para- 
lelopipede stavimo u korespondenciju. Operaciju produžimo u bes- 
konatnost. Preslikavanje, koje presjeku beskonačnog silaznog niza. 
paralelopipeda pridružuje presjek korespondentnog beskonačnog si- 
laznog niza segmenata, nije ništa drugo, nego Peanovo preslika- 
vanje segmenta [0,1] na [0,1]. Da je svaka točka kocke E““ slika 
bar jedne točke segmenta i da svakoj točki segmenta odgovara 
jedna i samo jedna točka kocke E“? slijedi iz same konstrukcije. 

Ako su P, i P, iz [0,1] po volji blize točke, onda postoji takvo 
n da one leže u segmentu n-tog ranga. No, tada i korespondentne 
točke leže u paralelopipedu n-tog ranga, kojemu dužina m-tog 
brida iznosi 2”—"+1, 4. j. te su dvije točke po volji blizu (n je po 
volji velik prirodan broj a m je čvrst!). 
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Sada je lako konstruirati Peanovo preslikavanje E” na E” 
n=Em). Najprije E" preslikamo jednoznačno i neprekidno na E, 
a onda Peanovim preslikavanjem E na E". Složeno preslikavanje 
je traženo Peanovo preslikavanje. 

Time bi završili s konstrukcijama Peanovih preslikavanja. 
Ovdje su izložene samo neke od tih konstrukcija, ostale se mogu 
naći u navedenoj literaturi (naročito u [3]). 

Teorem 2.2. Svako Peanovo preslikavanje f segmenta [0,1] 
na n dimenzionalnu kocku (n > 1) ima višeznačno inverzno presli- 
kavanje (isp. [10]). 

Dokaz. U n dimenzionalnoj kocki uočimo bilo koju točku M 
i tri segmenta AM, BM, CM takova, da je AM 1 BM (\CM = M. 
Ovima trima segmentima odgovaraju tri skupa — označimo ih s 
E,, E,, E, — na segmentu [0,1]. Pokažimo da su E; (i=1, 2, 3) 
segmenti. 

SKonz TT, 91.20 — E: teži prema T tada uslijed ne- 
prekidnosti niz f(T,),..., f(T,),... teži prema f(T), koji je element 
jednog od segmenata, t. j. f(T) = f(E:), što pokazuje da jei T = 
<= Ej. Dalje je E; povezan skup. U protivnom bi vrijedilo: 


E;= Ej, te Ej, i E, GA Ei, =v. 


Neka je S, =f (Fi,) i S, = f (E;,). Budući, da su E;, i Ej, za- 
tvoreni, to su i S, i S, također zatvoreni. Odavde slijedi, da je 
S, US, jedan od segmenata i S, 1) S, =v, što je nemoguće, jer 
je segment povezan skup. Iz kontradikcije slijedi ispravnost teorema. 

Odavde vidimo bitno svojstvo Peanovih preslikavanja, t. j. 
svojstvo, da ona karakteriziraju dimenziju skupa. Segment i kva- 
drat imaju isti kardinalni broj. To znači da postoji recipročno jed- 
noznačna korespondencija između točaka kvadrata i točaka seg- 
menta. No, ta korespondencija nikad nije kontinuirana, jer kako 
pokazasmo, ako je korespondencija kontinuirana u smislu sa seg- 
menta na kvadrat, to je onda inverzna transformacija višeznačna. 


§ 3. Peanova preslikavanja i Suslinov problem 


G. Cantor je dokazao slijedeći vrlo važan teorem: . 

Ako je E potpuno ureden bez krajnjih elemenata, kontinuiran 
i separabilan (t. j. posjeduje prebrojiv skup R svuda gust po E) onda 
je E sličan sa skupom realnih brojeva iz (0,1) (isp. [9] str. 128). 

Lako se vidi, da separabilnost skupa E povlači svojstvo (S). 
Pitanje obrata, t. j. da li svojstvo (S) povlači separabilnost, nije 
ništa drugo, nego do sada još neriješeni Suslinov problem. Među- 
tim je pokazano [8], da je za pozitivan odgovor na Suslinov pro- 
blem nužno i dovoljno, da prostor E? ima svojstvo (S), čim ga ima 
potpuno uređeni i kontinuiran skup (odnosno prostor) E. U vezi 
toga dokažimo slijedeći teorem: ' | 
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Teorem 3.1. Ako prostor A posjeduje Suslinovo svojstvo i 
ako je £ jednoznačno neprekidno preslikavanje, onda prostor fA = 
= B ima također svojstvo (S). 

Dokaz. Ako je X C B neki od intervala, tada fA mora ispu- 
niti X, jer ono ispunjava cijelo B. Budući, da je f neprekidno pre- 
slikavanje, to u X postoji podskup X,, koji je slika bar jednog 
intervala iz A. Svakom intervalu X, C B pridružimo jedan takav 
podskup X,. Na X, je definirana funkcija f—!, a f-!X, sadrži jedan 
ili više iitervala iz A. Ako su X i Y dva intervala iz BixX(Y= 
= v, tada je pogotovo X, (1 Y, = v, a jednoznačnost i neprekidnost 
preslikavanja f povlači f-'X, NJ-1Y, =v (teorem: 1.1). Na taj 
natin svakoj familiji disjunktnih intervala iz B odgovara familija 
disjunktnih intervala “u A. Odavde i iz činjenice, da A ima svojstvo 
(S) slijedi, da ga pogotovo ima B. 

Teorem 3.2. Neka je E potpuno uređen, kontinuiran skup s 
prvim i posljednjim elementom i neka E ima Suslinovo svojstvo. 
Da bi Ež imao Suslinovo svojstvo nužno je, a i dovoljno, da postoji 
Peanovo preslikavanje f skupa E na E. 

Uslov teorema je nuždan, jer je tada prema [8] E sličan sa 
segmentom [0,1], a prema Peanu [11] postoji Peanovo preslikavanje 
segmenta [0,1] na kvadrat [0,1]?. Odavde slijedi, da postoji Peanovo 
preslikavanje skupa E nai E?: No, uslov je i dovoljan, jer prema 
teoremu 3.1, E? kao jednoznačna i neprekidna slika segmenta E 
ima išvojstvo (S). 

Tako se Suslinov problem svodi na pitanje, eee treba da 
bude uređen i kontinuiran skup E, pa da E? bude Peanova slika 
od E. Za skup realnih brojeva to vrijedi, kako smo vidjeli u § 2. 
Danas ima više načina konstrukcije Peanova preslikavanja segmen- 
ta na kvadrat, ali su ona u biti slična, jer se koriste skupom točaka 
pravilno. raspoređenih na segmentu [0,1], čija je derivacija cijeli 
segment. Tako se i Hilbertov primjer koristi skupom. im :4"} gdje 
su m i n prirodni brojevi. Radi toga mi se čini, da te konstrukcije 
nisu neovisne o separabilnosti. To još ne znači, da je egzistencija 
Peanovih preslikavanja ovisna o separabilnosti. Zato bi trebalo 
egzistenciju Peanovih preslikavanja dokazati na drugi način, što 
u stvari znači na neki novi način definirati atomiziranje segmenta. 
Svakako je interesantno, da su se na prvi pogled tako čudna Peano- 
va preslikavanja pojavila kao ou bu rac faktor za činu Susli- 
nova problema.. ne er s a 
84 Diskontinuirana monotona preslikavanja i ‘Suslinoy 

problem? | 


Teorem. 4.1. Da bi potpuno uređen neprekidan ee E bez 
prvog i posljednjeg elementa, sa Suslinovim svojstvom, bio sličan 


skupu realnih rirojeva, (0, 1), treba.a i dosta je, da on ima SRO 
stpo (DD). 2, o s 


4) Opsitiior o njon6t&nim“ preslikavanjima parcijalno uređenih sku- 
pova v. [9] § 23, a naročito [7]. roa 3 


Sa 
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Nužnost: ako je skup E sličan sa skupom (0,1), onda je on 
sven: t. j. postoji bar jedan po E svuda gust prebrojiv skup 
=itnt(n=EN). 


Tada preslikavanje: 


ib 
(4.1) f=) (xeE,,reR) 
Tr S* ; 

postoji, monotono je, a lako je vidjeti, da je skup točaka diskonti- 
nuiteta Df toga preslikavanja baš R. 

Dovoljnost: Po uslovu teorema, postoji monotono presli- 
Ma f skupa E u sama sebe takovo, da je Df=E. Svakom 

= Df pridruzimo interval: 
(4.2) (f(«—0), f («+ O))p. (f(x — 0) = sup f(y), f(x + 0) = inf f (y)) 

yax y>* 


(da f (x + 0) postoji vidi [5] str: 189, teorem 1). 

Uslijed monotonosti preslikavanja f za x + y, x, y < Df 
imamo: kisi : 

F (x — 0), F(x + OEM (Ff (y—9), Fy + O))g= v 

otkuda se vidi, da Df ima najviše toliko elemenata, koliko u E ima 
disjunktnih intervala. Budući da E ima svojstvo (S), to je Df naj- 
više prebrojiv, a kako je f takovo da je Df = E to je E separabi- 
lan skup. 

Teorem 4.2. Svojstvo (D) nije karakteristično za potpuno 
uređene neprekidne skupove, koji posjeduju svojstvo (S). i, 

Dokaz: Neka nam I (w,) znači skup rednih brojeva a < a, 
E, interval realnih brojeva [0,1), R, skup racionalnih brojeva iz 
E,, f (c) monotono preslikavanje skupa E, u sama sebe sa svojstvom 
da je Df = R, (ono postoji prema 4.1). 

. Kombinirani produkt: 
(4.3) E=(1(00)xE)\(0,0) = {(a, x)} \ (0. 0), (ae (0), «eE)) 
uređen leksikografski ((a, x) < (a,, £4); ako je a<a,, a u slučaju 
a=a, akojex <=) je potpuno iii neprekidan skup; a kom- 
binirani produkt: 
(4.4) Ri = (11) X Ro) \(0,0) = [(a, 19) \ (0,0), (ae (or), re Ro) 
je neprebrojiv po E svuda gust skup. Preslikavanje F skupa E u 
sama sebe definirano relacijom: 
(4.5) F(a, x) = (a, f (x)) 


postoji, monotono jei pre Ri: 

Ako je F, familija. di umletnih prala u E,, onda je 
I(w,) X F, neprebrojiva familija disjunktnih intervala u E, na je 
skup E nema svojstva (S), a kako pokazasmo ima svojstvo (D). 
Odavde problem: 

Da li postoji potpuno uređen skup E sa svojstvom (S), ali bez 


svojstva (D)? 
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Da u potpuno uređenom skupu E postoje monotona preslika- 
vanja lako je vidjeti (na pr. identiteta). Štaviše, mi znamo kon- 
struirati monotono preslikavanje f skupa E u skup realnih brojeva 
sa svojstvom, da je Df unapred zadan prebrojiv skup. (v. presli- 
kavanje 4.1). 

Nadalje postoje preslikavanja f takova, da je skup točaka dis- 
kontinuiteta cijelo E. Da se to vidi, dovoljno je generalizirati Di- 
richletovu funkciju, t. j. uzeti dva čvrsta elementa a,b = E i skup 


E razbiti na dva disjunktna skupa E, i E, takova, da je E, = E, = 
= E, Preslikamo li sada E, na a, a E, na b, dobivamo traženo 
preslikavanje. No, ono nije monotono. Dakle je problem u traženju 
monotona preslikavanja f sa svojstvom da je Df = E. 

Svojstvo (D) je vrlo interesantno, jer je to koliko mi je po- 
znato, danas jedino svojstvo, koje nije ekvivalent sa Suslinovim 
svojstvom, a koje dodano Suslinovu svojstvu osigurava separabil- 
nost promatranog potpuno uređenog skupa. 


(Primljeno 6. IX. 1952.; nadopunjeno 14. VII. 1953.) 


Literatura: 


[1] P.S. Aleksandrov, Kombinatornaja topologija, Moskva-Lenjingrad 

[2] £. Borel, Théorie des ensembles, Paris 1947. 

[3] A. Hess, Stetige Abbildung einer Linie auf ein Quadrat (Disserta- 
tion) Zurich 1905. 

[4] D. Hilbert, Math. Annalen, t. 38- 1891. 

[5] A. Hinčin, Prostejšij linejnij kontinuum. Uspjehi Mat. Nauk, T. IV, 

2(30), 1949, (180—197). 

[6] F. Klein, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf 
Geometrie, Leipzig 1902, (233—249). 

[7] D. Kurepa, Transformations monotones des ensembles partiellement 


ordonnés, Revista de Ciencias, N® 434 afio 42, 1940, (p. 
827—846); N° 437, ano 43, 1941, (p. 483—500). 
[8] D. Kurepa, Sur une propriété caractéristique du continu linéaire 
et le probleme de Suslin, Publications de l’Institut ma- 
thématique de Académie Serbe des Sciences, T. IV, 
Beograd 1952. 
[9] D. Kurepa, Teorija skupova, Zagreb 1951. 
[10] N. Luzin, Teorija funkciji dejstviteljnovo peremennnovo, Moskva 
1948 (193—226). 
[11] G. Peano, Sur une courbe qui remplit toute une aire plane, Math. 
Ann. T. 36, 157—160, (1890). 
[12] F. Waismann, Einfiihrung in das mathematische Denken, Wien 1936, 
(119—136). 


Peanova preslikavanja.., 189 


PEANO’S TRANSFORMATIONS AND SUSLIN’S PROBLEM 


». Kurepa Zagreb 
Summary 


In this communication, after construction of Peano’s transfor- 
mations (Hilbert example as in [2] and [10]) of the closed interval 
[0,1] onto the n-(countably) dimensional cube, we gave in § 3 and 
§ 4 two problems each of which is equivalent to Suslin’s problem. 
We use the following definitions. 

Definition 1.8. The totally ordered, continuous set E is 
said to have the property (S) (Suslin’s property), if every family 
of pairwise disjoint intervals in E, is either finite or, denumerably 
infinite. : 

Definition 1.9. The totally ordered continuous set E is 
said to have the property (D), if there exists at least one monotonic!) 
mapping f which carries E into E in such a manner that the set 
Df of points of discontinuity of f is everywhere dense in E, that 
iy ha PDP eae 

We prove the following theorems: 

Theorem 3.1. Let E be a totally ordered continuous space 
with a first and a last element, and let E possess Suslin’s property. 
Then a necessary and sufficient condition that the space E? posses- 
ses Suslin’s property is the existence of a Peano’s transformation 
of E onto E?. 

Proof: The condition of the theorem is necessary, because 
on the one hand, in [8] it is proved that E is similar to the closed 
interval [0,1], and on the other hand Peano proved in [11] that 
there exists a Peano’s transformation, which carries [0,1] over 
onto [0,1]?. 

The condition is sufficient. For every neighbourhood X C E? 
in X there exists a subset X, C X with the property that f-!X, 
contains one, or more neighbourhoods in E. If X and Y are twa 
neighbourhoods in E and X MY = v (v = vacuous set), then also 
X, OY, = v is true. On the other hand, we have f4 X, MN jere 
= v, because f is a one-valued and continuous transformation. From 
this and from the supposition that E possesses Suslin's property we 
conclude that E* possesses Suslin's property, too. 

This theorem is interesting, because it shows the connection 
of Suslin’s problem with the existence of so exceptional trans- 
formations like those of Peano. 

Theorem 4.1. Let E be a totally ordered, continuous set 
with Suslin’s property, and without a first and a last element. Then 
a necessary and sufficient condition that E be similar to the set of 
real numbers (0,1) is that E possesses the property (D). 


1) As to monotonic mappings, see [7]. 
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Necessity: Let the set R = (rht, (n S N) be denumerable 
and everywhere dense on the set E. The monotonic mapping (4.1) 
exists and it is obvious that the equality Df = R holds true. 

The sufficiency follows from the fact that every monotonic 
mapping f which carries over the set E into E has at most denu- 
merable many points of discontinuity. This is easily seen if we 
associate to every point s S Df the interval (4.2). 

Theorem 4.2. The property (D) is not charasteristic one for 
the totally ordered continuous sets with the property (S). 

Proof: We consider the Cartesian product (4.3), ordered lexi- 
cographically and the Cartesian product (4.4), where I(w,), Ey, Ry 
respectively denote the set of ordinal numbers a < w,, the set of 
real numbers 0 < x <1, and the set of rational numbers in E,. If 
f denotes a monotonic mapping of E, into E, such that Df = R, 
(see 4.1), then the monotonic mapping (4.5) exists, and the relation 
DF = R is true. In this manner the set E is an example of the set, 
which has the property (D) but which has not the property (S). 

From this follows the u E 

Problem: Is there a totally ordered set, which has the pro- 
perty (S), but which has not the property (D)? 


Va, 


DREI DIOPHANTISCHE PROBLEME 


Alfred Moessner, Gunzenhausen 


I. Das Gleichungssystem 
ewe Get Ue Geri, = et HH, +H, +H, 
G2+G,2+G62+G2+G2+G2 = = Da S Ed 
Ree) Arse Ge) Caen nene 2 + 8 +8 
SIGS BiB EG ONT Noe nn cys telat 2 tae 


? 


9 


G, +G, +G, =H, +H, +H, , 
G,4+G,!+G,4 = H,‘+H,4+H,!, 
G,4+G,4 = H,‘+H,!, 


wird auf folgende Weise gelčst!): 
Zuerst setzen wir 


G, = 2a7 + a$b + 20a5b? — 17atb3 + '2d5b* — 17a2b5 + Babs + b7; 
G, = a’ — 8a%b — 17ašb? — 2a*b3 — 1745b% — 20a2b5 + - ab# — 207 ; 
H, = a7 + 8a — 17a5b? + 2a4b’ — 17ab* + 20a7b5 + 'ab# + 2b7 ; 
H, = 2a’ — a®b + 20a5b? + 17atb® + :245b* + 17a2b® + 8ab&—' b7. 
G Gee HH, 
2 
Ist G, + G, > H, + H,, dann setzen wir G, = —s, H, = s; ist 
H, +H, >G,+G,, dann setzen wir G,=s, H,=—s. Endlich 
setzen wir 
2(G,3 + G,3 + G,3 — H,8— H,3 — H,3) 


K=3624+62+G2—: H,? — H,2 — H,2) * 


H 


Dann setzen wir s = 


Nun ist 
G,=K—H,, G, =K—H,, G=K—E,, 
H, =K—G,, H, =K—G,, Hy =K—G,. 
Beispiel: a = 1, b = 3 gibt G, = 133, G, = 134, H, = 59, 


107 
H, = 158, s = 25, G, = —25, H, = 25, K= —-, 
57 —209 Sih ey 157-161 
mere ije per ko ripa ip 
—159 
kei 


1) P. S. Dyer, J. London Math. Soc. 18, (1943), 24. A. Gérardin, 
Intermédiaire d. Math., 24, (1917), 51.“ 
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Auf ganze Zahlen gebracht ergibt sich die Losung: 
G, = 266, G, = 268, G, = —50, G, = 97, G, = —209, Gg = —l1, 
H, == ues H, =316, H, = 50, H, = 157, H, MBs ie Ei 
II. Wir lésen das im ceevatens 
Aj HA, “Ag A= 8 re Be Bs Bie, 
APtAS+AZ+ A? =B? +B? + BP +B? : 
Ase Ast A3 +A8=B35+B5+B5+8B5, 
A SEVA! = Brda 
A, Ap ZALA: = Bs Bate Diag 
in ganzen rationalen Zahlen. 
Zuerst losen wir die Gleichung A,? + A,? = B,? 2 B,? nach den 
bekannten Formeln von Vare ke cen 
es rs A? + A2— —B,? 
A, ot A; ae m 
Dann ist u 
A, =k—A,, A, a ed B,=k—B,, Bp= k—B,. | 
Beispiel: A, =9 A = By =1) By = 12k = 6. 
Wir bekommen A, = —4, A, = a) Bs = yee By = a 
(N. B. 35 +45 + 55 — 65). 
III. a) Jetzt losen wir noch das Gidichuneyeetas 
E, FU GEO EPU SU SKU ee Ve Ve er ee 
UPLUPTU, 24u, oru, tu? = V,2+V,2+V,2+V, Day 24v a 
U, O40, 5+U, 5+U, 3+U, S40, 3=VS+V, sty, 84+ 34+V svod a 
U, KU, stu, a Uy, “4u, “+U, 4— v. Ly, sty, oe rič kog pa 
Cer up Us Ki, DV EVE 
U,+U, 5+U,5 : 22 Vjs+V apts 
in ganzen rationalen Zahlen*). Darum setzen wir arr 
U, = 1a? — 230a% — 113a5b? + 510atb% — 40Tašbi + 6202b5 + 
ae 125ab* —.150b7 ; — a 
U, = visa? + 170a*b — 391a5b? — 30a!b3 + ja + m 


“< + 115ab® — 5067 ; 
U, = 17547 — 160a% + 38705? — 1080%b* Babi — rod 
ast ite = i; he ee | Se 
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2(U,3 + U, + U,§ — V,3 — V3 — V8) 


K= 
aU SUS + U,2—V,? — V,.? — V,”) 
Nun ist 
Uuč=K—V, U = —V,., U.=K—V,, 
V, = K—U,, V, = K— U, Ve = K—U,. 


Beispiel: Wir hie fiir 
ee en ge mV Vo 
Ue Oat VT Vo V5 
die Losung U, = 39, U, = 92, U, = 100, V, = 49, V, = 75, V, = 107, 
dann ist K = 96. Wir pam also U, ot, ue =, U, 41, 
V, = —4, V, = 4, V, = 57. 
b) Endlich ieee wir das Gleichungssystem 
po Ce eet Ue Ut 
GENE tC Uae UPU 
ee ee Va. TV, Ven 
Dea), ED = Vite +v,, 
Daga e SHUI VI, or Veit Vet 
DU O = Ve Vi +V,5 


in ganzen rationalen Zahlen. 
Wir losen zuerst die Gleichungen 


Ua U ES Vse EV eV 
US U TU PET Vava 
nach den Formeln unter a). 
Wenn jetzt gesetzt wird 
2 2 
t= Ka (Us Ua Ga) on (US a AV ce Vas), 
dann ist , 
C, = t— U,,- C, = t— U,,. Cz =t— U;, 
D,=t—V,, D, =t—V.,, Dz =t—V,. 
Beispiel: Wir setzen fiir die U; und Vi die unter a) angegebenen 
Werte, dann ist t = 154, und wir bekommen also: 
C, = 54, C, = 62, C, = 115, D, = 47, D, = 79, Dz = 105. 


TRI DIOFANTSKA PROBLEMA 
Alfred Moessner, Gunzenhausen 
Sadržaj 


Ovdje se rješavaju tri sistema Diofantskih jednadžbi. Primije- 
njene metode i način rješavanja mogu se razabrati iz teksta SATAOE 
élanka. 


(Primljeno 3. XI. 1952) 


JEDAN TEOREM O HOMOTETICKIM 
HIPERELIPSOIDIMA U 
n- DIMENZIONALNOM PROSTORU 


Vladimir Devidé, Zagreb 


U n-dimenzionalnom euklidskom prostoru dana su dva slična i 
slično položena (n—1)-dimenzionalna hiperelipsoida Ej; j=1, 2, jedan 
izvan drugoga. Tada postoje dvije točke T; ; i = 1,2, koje su vrhovi 
hiperkonusa K;, koji tangiraju oba elipsoida E; duž (n—2)-dimen- 
zionalnih hiperelipsoida E'i;; i,j = 1,2. E;; leže u međusobno para- 
lelnim (n—1)-dimenzionalnim hiperravninama Hjj. 

Dokazat ćemo da vrijedi stavak: 

Međusobna udaljenost hiperravnina H,,, H,, jednaka je medu- 
sobnoj udaljenosti hiperravnina H 


12? Hy. 


Dokaz. Pomoću afine transformacije transformirajmo E; u hi- 
persfere S;. Budući da time odnos daljina paralelnih hiperravnina 
ostaje nepromijenjen, bit će dovoljno dokazati da tvrdnja vrijedi 
za slučaj da su Ej hipersfere. Položimo li kroz njihova središta C, 
i C, dvodimenzionalnu ravninu, sjeći će ona E; u kružnici Cpe 
u pravcima k; i k’;, a Hi; u pravcu hij; 1,7 = 1, 2. Označimo li dakle 
presjek od hij _S pravcem p kroz C, i C, s Pij, preostaje da doka- 
Zemorda je PP, = Pos P,, (vidi sliku!). 


ško ii o o est doga 


Jedan teorem o homoteti@ékim... 195 


Da je ova jednakost ispravna dokazuje se posve lako planime- 
trijski, trigonometrijski ili analitički, ili pak, još jednostavnije, sli- 
jedećim razmatranjem: Zarotiramo li sliku osim pravaca ki, home 
ho; oko p, nastat će od k, i k’, čunj K, od e; kugla Oj, a od hi; 
ravnine B1;. Shvatimo li sada k', tragom ravnine D okomite na 
ravninu slike, sjeći će ravnina D čunj K u nekoj elipsi kojoj su 
Po2j fokusi, a presječnice od D sa By; direktrise, dok će O; biti 
odgovarajuće Dandelinove kugle, pa je P’,, P’,, = P oo Pio, Odakle 
neposredno izlazi tvrdnja. 


(Primljeno 1. III. 1953.) 


EIN SATZ UBER HOMOTETISCHE HYPERELLIPSOIDE IM 
n- DIMENSIONALEN RAUME 


Vladimir Devidé, Zagreb 


Zusammenfassung 


Fur zwei ahnliche und &hnlich gelegene (n—1)-dimensionale 
Hiperellipsoide E;, j = 1,2 im n-dimensionalen Raume gibt es zwei 
Punkte, die als Scheitelpunkte von Hyperkegeln Ki, i= 1,2, auf- 
gefasst werden k6nnen, welche die beiden E; langs (n—2)-dimen- 
sionaler Hyperellipsoide E';; beriihren, die ihrerseits in unterein- 
ander parallelen (n—1)- -dimensionalen Hyperebenen Hi; liegen. 

Es wird behauptet: 

Die gegenseitige Entfernung der Hyperebenen H,,, H,, ist 
gleich der gegenseitigen Entfernung der Hyperebenen H,., Hypo. 

Beweis. Zunachst wird mittels einer affinen Transformation, 
welche die gegebenen E; in Hyperspharen S; mit den Mittelpunkten 
C ; tiberfiihrt, und eines Schnittes des erhaltenen Gebildes mit einer 
Ebene durch C,, C,, die allgemeine Behauptung auf die fur n = 2 
(mit Kreisen) zuriickgefihrt. Diese (vgl. Abb.!) erweist sich als 
richtig entweder durch eine elementare analytische oder trigono- 
metrische Rechnung, oder kiirzer durch folgende einfache Uber- 
legung an einer passend gewahlten r&umlichen Erganzung der 
Abbildung: e,, e, seien Schnitte Dandelin’scher Kugeln, k,, k’, 
Schnitte ihres Tangentialkegels K, und k’, sei die Spur der Ebene 
D, die auf der Schnittebene (Bildebene) senkrecht steht. P’,,, P's. 
sind dann die Brennpunkte der durch D, K erzeugten Ellipse, und 
die ihnen entsprechende Leitlinien gehen durch Pop P,, woraus 
die Behauptung unmittelbar folgt. a 


FOURIERSCHE REIHEN UND LAPLACESCHE 
TRANSFORMATION 


Branko Berkeš, Zagreb 


Einleitung. — In den bekannten Tabellen der Laplace 
Transformation [2] sowie auch in der Literatur, welcher die Be- 
arbeitung dieser Transformation zugrunde liegt, ist nur ein Teil 
der fiir die physikalischen und elektrotechnischen Probleme inte- 
ressanten Fourierschen Reihen angegeben. Deswegen soll an dieser 
Stelle eine ausfiihrliche Tabellierung der periodischen Funktionen 
als auch ihrer Transformationen gegeben werden. 


Wir betrachten periodische Funktionen beliebiger Gestalt mit 
der Periode 4T (diese Wahl ziehen wir aus rechnerischen Griinden 
vor), d.h. solche Funktionen, fiir welche die Beziehung F (t+4kT)= 
=F (t)(0<t<4T, k =0,1,2,...) gilt und welche so gewihlt sind, 
dass ihre Fouriersche Reihe iiberall konvergiert ([1], S. 283). Dann 
ist nach [4] (S. 55), wenn wir die Laplacesche Transformation als 


LF(t)=p { e-vt- F(t)-dt=f(p) (1) 
definieren, : 
o 4(k+1)T eo 4T 
e 2 \iee 
fin) =). ple ae Bt) ode Soa e?t. F(t) .dt= 
k=0 4kT k=0 0 
4T 


p f e—Pt.F(t).dt 
= 0 
E 1—e—ipT (2) 


und die entstandene f(p) ist eine meromorphe Funktion dake 
S. 282)2). 
Wenn fir F(t) noch die Identitat F[t+2 (2k+1) T] = —F (t) 
(0<t<2T, k=0,1,2,...) gilt, bekommen wir statt (2) 
2T 
ple-".F().dt 
gu 
| AL ot raš, WiMax ros (9) 
') Mit den Dirichletschen Bedingungen sind auch teilwei: i - 
dingungen fiir die Darstellbarkeit der F(t) als Lšpunklia < Betned ki 


(F(t) ist im Intervall [0,4T] stickweise glatt und ha 
Anzahl von Sprungstellen). 8 und hat eine endliche 


*) Integrationsintervall [0,4T] muss in so viele Teile zerl wi 
Bt 7 3 i , egt A 
wieviel Stetigkeitsteile F (t) in demselben Intervall besitzt. ss ae 
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Am folgenden Beispiel soll gezeigt werden, dass die durch 
Formeln (2) oder (3) gewonnene f (p) wirklich eine Unterfunktion 
ist. Die Funktion F(t) ist dieselbe, an der Fourier seine ersten 
Untersuchungen durchgefihrt hat (Abb. 1) und fiir sie liefert die 
Forme! (3) 


z 


Abb. 1. Zur Berechnung der Unterfunktion 


__ 1—e—P! + e—?PT — e—pT Qce—pT 1 
f(p)= eee er io 1 eee (4) 
e—2P 1 + e—*p ch pT 


fo), 


Soll (4) eine Unterfunktion sein, so muss unbedingt lim 
p> 


gen Null streben ([1], S. 260 ff., insbesondere S. 265), was auch hier 
der Fall ist. Dies ist aber noch nicht hinreichend, dass f(p) eine 
Unterfunktion darstellt; erst wenn wir die zugehčrige Oberfunk- 
tion finden und durch Transformation wieder dieselbe Unterfunk- 
tion bekommen ist der Beweis vollkommen. Nun gilt 


a a+iB 

ša: 1 chpT—1 

Fe)=L 5 aim EAB), a eT EDD St apead py: 

( f (p) ja dim | . ept.dp ce Seer. ept.dp 
a—jp e—jB 


wo a so gewahlt ist (in der komplexen p-Ebene), dass alle Singu- 


larit&ten von f (p) links von a ligen. Die Integration kann auch auf 


dem im Bild 2. dargestellten Wege durchgefiihrt werden, da sich fp = u 


dem Satz von Jordan ([5], S. 470 u. 530) unterwirft. Nach Catehe 
deformieren wir den Integrationsweg (Abb. 3.), so dass alle Singu- 


e+ (k= 0, +1, + 2,...) in Kreise s, ein- 


laritatspunkte px = j 
geschleift sind. ae wir fas dass p = 0 die Stelle der Holo- 


morphie von £2? ist und entwickeln in der Nahe des Poles px die 


Funktion ch pT im Nenner in eine Taylorsche Reihe?), so bekom- 
men wir mittels des Integrals von Cauchy 


3) Wir machen den Integrationskreis So so klein, dass innerhalb 
dieses die analytische Funktion in eine Taylorsche Reihe entwickelt und 
die Glieder hčherer Potenzen als der esten vernachlissigt werden 


konnen. 


198 Branko Berkes, Zagreb, 


gchpt =a, ept 
Et) = . ‘dp= 
Oe bEz “pT -shp,T p—Px 
k=— @ 


+. ; 
=)) Or (= 1) ae i I (=1y =: a) 
> (Re) ae mr 2k—1 

k=—« k=} 


was durch Zerlegung der Summe von —oo bis +oo in zwei Sum- 
men von —oo bis 0 und von 1 bis +oo leicht zu erkennen ist. 


Abb. 2. Der Integrationsweg in Bromwich-Wagner’s Integral; die Pfeile — 
bezeichnen den Sinn der Integration 
Abb. 3. Deformierter Integrationsweg aus Abb. 2. 


Der letzte Schritt soll jetzt zeigen, dass die Laplace Trans- 
formation von (4a) wieder die Funktion (4) liefert. Es ist weiter‘) 


Č m vezi ay 
urez»): SIDE E (Bk ares 
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In unserem Fall war die Berechnung des Integrals in der 
komplexen p-Ebene verhiltnism&ssig einfach, weil die Pole der 
Funktion f(p) einfach sind. Wenn auch die Pole mehrfach sind, 
konnen wir wieder mittels des Integrals von Cauchy die gesuchte 
Oberfunktion gewinnen, doch wird das iiberhaupt nicht notwendig 
sein, weil in der Praxis keine Funktionen f(p) mit mehrfachen 
Polen vorkommen®). Diese Behauptung kann nicht a priori auf- 
gestellt werden, aber sie wird durch viele Beispiele bestatigt. 

Fur den Praktiker ist dieser Weg zur Berechnung der Ober- 
funktionen umstandlich, umsoeher als er z. B. in der Elektrotech- 
nik mit verwickelten Stromkreisen zu tun hat. Solange aber, wie 
ober erwahnt, die gegebene Funktion f(p) = »(p):y(p) nur ein- 
fache Pole besitzt, kann man die Lčsung eines Problems mittels 
des Entwicklungssatzes nach Heaviside ([5], S. 538—539) finden 
(vgl. Beispiel 1.). Wenn diese Lésung im Unterbereich durch 

SE) oY (pp (B) 

HOES hie Tomes) 6 
und dementsprechend im Oberbereich durch 
_¥(0) (0) s Y (p,) > @(p,) + er s Y (py) - ¥ (px) PEE 
ZO v(O) © = p, v(p,)- 2 (p;) Py Z (py) (py) 
dargestellt ist, wo p, und Pp, die Wurzeln des Polynoms Z (p) bzw. 
der Funktion yw (p) sind, so kénnen wir schon in voraus Folgendes 
feststellen"): 

1) Die Wurzeln p, seien reell oder komplex. Dann lasst sich 
der Endzustand YW, (t) der Funktion Y(t) als Transformation von 
Y(0) (0) Vol SAP Pe) ee Pe 
ZO VO ZO) vp) (Pi; — PP, ) 

Y(0) P=). Pp) 
ZO) VO e(Pm—p,) 
darstellen und aus den Tabellen eventuell gleich die entsprechende 
Unterfunktion oder die zugehčrige Reihenentwicklung finden (vgl. 
Beispiel 1.) Die Umkehrtransformation 


U (ty (6) 


D,(p)= + 


[9 (0) =0] (7) 


6) Es wird an dieser Stelle nur an solche f (p) gedacht, welchen als 
Oberfunktion eine Fouriersche Reihe zugeordnet ist. 

7) Hier wird vorausgesetzt, dass Z(p) ein Polynom hčheren bzw. 
desselben Grades wie Y(p) ist. ; 

8) Die Bedingung (0) = 0 erfiillen nur solche (p), welche wie p'-” 
(n <1) verschwinden (das ist fiir alle in der Praxis vorkommende ¢(p) 
erfullt). 5 AT : 
Beweis: i 
fin op) = in ići (1) dt=limp -x(p)=0 
pro P>0 Q p>0 
ist fiir y(p) .~ p-” (n < 1), d.h. fir p(p) = Dp. (0) = pi-n befriedigt. Wenn 
p(p) = empT (m = reelle Zahl) ist, so schreiben wir statt (7) 
apes oO), LED De, TANS Bete I 
PE ZA voj Zp ve) PP, 20) pop VO 
und iiberlegen weiter wie oben. = 
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k 
; Y (p,)- o (py) «eP#* 
1-18, jE Y(0) @ (0) Bi Pr k Soy 


Z(0). w (0) Py’ Z (Dy) (Px) 
zeigt, dass wir wirklich den Endzustand von Y (t) bekommen, denn 


, s abr 
samtliche Glieder SJENA (po) 2 verschwinden fiir t = co’). 
Pp,’ (p,) * Z' (p,) 

Wenn zwischen den Wurzeln p, auch solche bestehen, die 
rein imagin&r sind, so muss man der gewonnenen Fourierschen 
Reihe noch Glieder, welche von diesen Wurzeln stammen, anfigen. 

m+n m+n 

2) Es sei p (p) = 2 —5(p) und Yqy,(p)=0 fir p=Px. Dann ist 

sI s=m+l1 


mes oF. Hs =, (p — p,) ® (Py) 
(0 @ ( p st 
D, (p) — B -- » S E ne 

Z(0) w(0) Z(p) = 

4  (p) S 9, (Px —P,) 
s=1 
S (7a) 
Pi) 2 9; (<P) ® (Px) 
si =e 
mr are Soa re [~,(0) = 0], 
wp (0) 2%, (Px a P,) 
ea 


wovon sich der Leser leicht tiberzeugen kann. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung ftir g: (0) = 0 ist dieselbe wie vorher, d. h. 
Ps(P) muss wie p!—" (n<. 1) verschwinden. 

3) a). Fur eine Unterfunktion f(p) sei F(t) als Fouriersche 
Reihe gegeben; F(t) hat ftir eine endliche Anzahl von Punkten 
Ti To» ++ .+>Tn im Interval [0.4 T] einen Sprung. Dann behaupten wir, 
wenn Y (p) desselben Grades sind, dass der Endzustand Y, (t) fiir 
die Punkte 1,,7,,...,t auch einen Sprung hat. 


Beweis: F (t) ist von der Gestalt 


k 
F(t) =a + 5 (a, - sin p,t + b, - cos p,t) 


und ZO fir p = p, kénnen wir als C,+ j-D, darstellen, so dass 
a k : o (P,) - ePkt k : 
V, (t) =A + a(C, +5 D,) Pp, W (p,) == M +2 (4, . sin p,tt+B, . Cosp, t) 


ist). Wegen Ay = ax-ax und Br = Br-bs (ax und fx sind Funk- 
tionen von k und es ist ax + Bx = 0) und 


k k 
F(t, —#)=ay+ 3 (a, +b!) F(x, +2) =a) + Sa,” + b,”) 
(a, + a5 b,! =F b,’) 
k k 
Vit, — &) = Ao + 2 (Al + BY) Wy (t, + ©) = Ao + 2(A,” + B,”) 
?) Man erinnere sich, dass der Realteil von p, negativ ist und dass 


die Wurzeln p,; rein imaginar sind. 
10) Im allgemeinen ist a, = b, und A, =F B,. 


< pi < 
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wo € eine beliebig kleine positive Grésse bedeutet, folgt 
Ak + Br = okak +Bkbk' (1) Ak + Br” =akak + Bx bx”. (ID 

Dies ist aber wegen obigen Voraussetzungen voneinander ver- 
schieden. Sollte auch zufallig a,’ — a,” = b;’ — by“ sein, so ist wie- 
der wegen ax --Bk F0 (1) (ID. 

b) Wenn Z(p) hčheren Grades als Y (p) ist, so multiplizieren 
wir Y (p) mit p* 1) und erhalten 

Pipe 2.11 (p) 


Zip) S pig. Zip) 
wo Y, (p) und Z(p) desselben Grades sind. Dann hat die Funktion 


Y(t), welche von ae stammt, auch fir Ty, t,..., tm einen 
P 


t 
Sprung, doch ist YW, (t)=(f dt)’ Y, (t) und es ist ersichtlich, dass 
0 


Y(t) eine stetige Funktion von t ist. 


4) Wenn @, (p) und #7, (t) bekannt sind, so kénnen wir auch 
ohne die eben im Punkt 3) gegebenen Betrachtung feststellen, ob 
Y,(t) fur t=0 einen Sprung hat. Das folgt unmittelbar aus 
lim 0, (p) = lim Y¥, (t), was im Falle eines Sprunges verschieden von 

t>+0 


pre 


WY, (0) ist. 
C R 


| | | 
E(t) R|| Ud) Ect) ar uct) 


Abb. 4. Zum Beispiel 1. 


Beispiel 1. Der sogenannte Differentiationskreis und der so- 
genannte Integrationskreis spielen eine wesentliche Rolle in der 
Verstarkertechnik (Abb. 4.). Die Ausgangsspannungen dieser Strom- , 
kreise ergeben sich als [e(p) = LE(t), u(p) = LU O] 


up(P) ==> + (p) u, () ===. op) (8) 


und nach (7) folgt, wenn e (p) = E-th pT ist, 
SE Nias © uaa 
ip Ty ae ch pT 


= _.—— > — thaT. (8a) 


41) Wenn m und n (n > m) die Grade von Y(p) und Z(p) bedeuten, 
sori g = m 
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Aus der Tabelle II. entnehmen wir gleich, dass Uj p (t) und 
Uie (t) von der Gestalt der Funktion T. II. 32 bzw. T. II. 33 sind’); 
die Ausgangsspannung U, (t) ist um den Betrag thaT nach unten 
verschoben. Wenn a « p ist, so gilt 


min (P=(1— 5) E-thpT yc (p) = E thpT (8b) 


d. h. Uzpr (t) entspricht der Summe von T. I. 1 und der mit —aT 
multiplizierten Funktion T. I. 9, wahrend wir in Uj, (t) die mit aT 
multiplizierte Funktion T. I .9 erkennen. 

Aus der Gestalt von Uj;R (t) und U;,(t) ist ersichtlich, dass 
U,R (t) wirklich fiir dieselben Punkte einen Sprung hat wo sich 
E (t) sprunghaft &ndert; Ur (t) ist wegen des kleineren Grades von 
Y (p) eine stetige Funktion. 


Ahnlich gilt mit (7a) fir e(p) =e. 27 PT shel (T.I 15) 


pT: chpT 
—1 E sh(p+a)T th aT 
Zin(p) — (p+a) T chaT ch pT + aT 
_—a E shptat , y. thal 
eV Dea chialase pia ch pL. ise PL (8c) 


woraus folgt dass U,k (t) durch — mit —1/a multipliziert — T. II. 33. 
: h aT ; 
dargestellt ist; die Funktion hat eine Verschiebung les LE nach oben 


erfahren. U;, (t) ist die Integrationskurve von T. II. 33. 
Beispiel 213). Es wird das Problem der gezupften Saite gelčst. 
Die Schwingungsgleichung der Saite lautet (U (x, t) = Verriickung) 
02U(x0) _ 1 | 9? U(x, 2) 


rr meaner Ur * (9) 
mit = =, wo E den Youngschen Modul und @ die Masse der 


Saite pro Volumeneinheit bedeutet. Die Deformation (Anfangsbedin- 
gungen) der Saite ist durch folgende Gleichung gegeben!4) (Abb. 5.) | 


d<xet X as bi 
arian EE 
g “388 Prde (a) 
, ig ree! = \ a 


dekana der Sate 
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du (x, p) — 1 Die ( ) 2, 2Uo l 
Fi x2 ass 02 P U(X, P — P si = 2 a ‘)| 


; (9b) 
2U Lae mo 
da +Atec"+Bre e 


was mit den Randbedingungen Us, a U(—+,t) = 0) und 


(<p) == 


l 
U: (0, t) = 0 bzw. u (5> P)=u(>>75;P) = 0 und uz (0,p) = 0 endlich 


1 
2 , 
liefert 


up ==— 


; (9c) 


jay fl 
21% (4 -»)- Te je E +) 


oder im Oberbereich 


= K l x 
SU, WV yet a (E ča iF A s) *] i = 
nz Ly = . (2k — 1)2 = 608 | ==. CL 
k=1 (9d) 
Die Bewegungskurve der Saite ist ein Trapez von veranderli- 
cher Hohe, aber mit konstanter Neigung der beiden Seiten. Dies 


(tet) — 


ist ohne weiteres aus T. II. 18 zu erkennen, indem a = a Se ceed hy 


l 
= Bosanske und b =p et eingesetzt_wird. Fur den Zeitanfang 


entnehmen wir aus Tabelle I., dass (9d) die Funktion Lond east, 
(s. auch Abb. 5.). 


B 
“i it 
A Eh 2 2 Ut) 
£ Qi of 


Abb. 5. Die Anfangsdeformation der gezupften Saite 
Abb. 6. Tiefpass (zum Beispiel 3.) 


Beispiel 3. Gegeben sei ein Filter (Tiefpass) nach Abb. 6. mit 
e (p) = hes .cth pT (doppelt gleichgerichtete Sinusspannung)!5). 
p 


Die Ausgangsspannung fiir einen n-gliederigen Kettenleiter ist mit 
U(p)=e(p):chng gegeben!*) und deshalb gilt 


apo. cthpT iza NEE as 
p?+o0 chg ke m 


u(o) = 


15) Die Spannungsquelle ist ein Generator, welcher nach 2kT 
(k = 0,1...) seine Polaritét kommutiert. Dieser kann nicht durch eine 
Gleichrichterr&hre ersetzt werden, weil die Rohre als elektrisches Ventil 


arbeitet. | x 
16) Wir behalten sich hier im Wesentlichen an [3], S. 108 iole 
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oder im Oberbereich 


~ ee i = 
Oa 245 LN oa (4k2 — 1) [2 (kn)? — (LT) IP T 


k=1 
s OT: tg sE 9 
La S DIE o Le i . (10a) 
Je kleiner wir QT machen, desto weniger fallen die Glieder 
der Summe ins Gewicht, aber am giinstigsten ist es a == oder 


2 
QT = 2,22 zu machen: dann fallt namlich das a EF — Glied weg 


und es bleibt mit spisi deda 


cos. 2 4 = 
vo==+ Se: ge Saw re (10b) 


Die Filtrierung ist noch ziemlich schwach, den die Welligkeit (w) 
betragt etwa 22%, und deshalb miissen wir diese Spannung noch 
einmal filtrieren. 

Man kčnnte glauben, dass ein zweiter Filter derselber Art die 
Welligkeit noch geringer machen wiirde, doch ist das keineswegs _ 
der Fall, was aus 


dekane i cos te sin — =) 


* cos (Q- sing“ n+ 
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op th gt 
(o) = — = a > 
rar p?+ e At yg 
> ka, 
£06 - 
> > HO or 
© fn ME —L (RT)? — 2 anyr2 
1 
< BLA) 
Z sy ie : E: 
(U OO) gre: = jaje pa (iz — jp) 9 PO — 99412 cos rt) 


wodurch w = 7,A%/s. Eine dritte Filtrierung liefert wx 2,5%, d, hx 
praktisch ist keine Welligkeit mehr vorhanden. 
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206 Branko Berke’, Zagreb, 


4+2 (1). LOST cos a.t 
2 2k-1 


2 YS 64) LOSSIA. gj 
70 64) SEES sing. 


2; sin 2 : 
n 2k-4 
-cos [a,(t-a -20] b=2a=T—I.3 


oT 


2 x-4 COS sis 
1-2209)" -——_. 
a 2ho4 cos 4,t 


+4 Sint durch Inte- | 
gl ree ren (2k gration 1.2 | 


i test 1_4¢ _cosa.t durch Inte- 
Tee 21D “OA gration 1.1 

ok sin pt 
cth2pl - >> 


sh2pT - 2pT 2 đa k-4 .sin e 
2pT.sh 2pT To” sh 


42 [Fusing _ 
sh2o-plchpT-shpT__ | - zL-cosy,T).sing.t 


PT.sh2pT pr 
DM duge 
nacteptsher-chpt | + [acorn zat 
Ch2prpTshpT-chpT T. 
: PT.sh2pT tka). COs pet 


bp.ch bp-shbp ‘ 
bp.sh2pT z 2 SP cospb- 


sh2pT-apch@F-gyp_ sd singt - 
ap.sh2pT 
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TABELLE I. 
We[Funktionenoraphl ftp) [| FO [Bemerkungen| 


-22 4 [cos g.a- ClasbsT—-] 8 


pl.chpT-shpT 
pl chpT 


dq 


2plch2pT+sh2pT- 4pT 


2pTsh2pT 


= ( eng 
2pr Lf chpT 


5 


-L 4 chCE-b ) 
ap chpT 


OP _. ethpT 


ti €? 


2. sh2pT- 2pT 
(2pT sh 2pT 


p-a? = sh2pT 


p= aq? sh2pT 


T. I,QbT) 
2.sh 2pT 


M410) 
2.chpT 


7. LC2pTShopT | 
2 sh2pT 


Laki L(2pT)ch2p1 
2. sh2pT 


a.) 
ZANA 
= 
as 
a 
"= 


p_.a.sh2pT-p.sh2dT Za yt Zk sh2aw | 


Pp psh2pl-ash2a 


S92 Jang 


8 ¥ _cose.t 
(2k-4)' 


2 5 14-2047. 
= D or -sin Sut 


12 cos 
3 
TD Gem SAA 11.18: A/b= Va 


8T SINK D 
Eos - Sink ,t 
Ta ža (2k-1) : 


2 _ 4 5 _cosBt 
T dere 


durch Inte- 


+ = ŽI (1). LEŽE gration 1.11 


Substraktion 


singel | von I 34 


(2aT)+(kr* 
Sh2aT 


2aT wie in 1.21aber 


(-10(2aT)* durch Addition 


2 Darian bet) 


transformiert 


Hy Ses 2k Fit) 
Zt De cost ao 


transformiert 

264)" LED. sina,t Et) 

: 2k-4 T 

transformiert 
FOE 


ZEA sin gat 
27 
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[Nr [Funktionengraphl Sp) FG) Bemerkungen | 


durch Ver- | 
4 ysin Eu schiebung 1.3 
*cosa,t 
ee 2k-4 nach links um 
T 
1:1.) sink. Ve 
7 Te 2k-1 
an27 22.5 4. 
a aw ok 
. [singt-sin(gect-on)] | %?T~E4 
ac-b(4T-c) , pete 4 3. 
AT ; 
A bla=b=1,c=2T> 
__b.sh (2T- iP) +22 sin FS cos(6$) 500 
sh2pT 
bac? “sin 
wid lm Ee 2a=b=2T—L 4} 
-cos[ pct a-2)] | 
bed ,2 sin Gb dcea, 
zr STE cosfetta-by+ g d=b—l. 6 
b)O=C=T/2, 
2 sinh #2 coslgcte-2)] bedeT 13 


Abe Ab+B.d, 24 2A 4 gin bib |GA--B=1,b»de 
4T "mliko 2. |c/2=T,o-0-I14 


cos[ectea-2yje > |94:8-1,0-V2, 
| nd 2 b=2c=31, 
pred sh Po [2B nE d A=T—>1 7 
+Be “i ioe eae cos[¥.ct-c- $ 2) I 
a3 A die Kurven IL8- 
11.10 verlaufen 


1 tome. x SinB.t tre ormi 
den) ppenformig 
shpT Palo ins Unendliche; 
IL 8 gola S 
ie z sinB.t LR. 
cthpT othe. pl shpT 
Ig folgt ree 
1 te C 4)" ines _plchpT 
‘ch 
2pT.chpT šTo TČ eae 1 f or shpT 
2 3 II. 10:durch Inte. 
chpT(t+e")-2e*"| S 4 y singat eration 14 


sh2pT a; k 

shoT- pTe”’ 4_4 s sInBut 
2pTshpT CAD k 

eF.bT- shpT ai ny sinB,t 
2pT.shpT 2 7 


ShpT(f+pT)-pT. chpT (poet w sina.t 
pT. chpT Da (2k-1)* 2K-1. 


C1)- ; 
of shpT- pT 3 trol pa Sab 
2pT.sh2pT x su IT, sngt] 
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TABELLE II. 


\ Nr. |Funktionengraph Zp) | Ft) emerkungen 
1146 ShpT.4pT)-pT. chpT +5) Ming Tsinggt 
2pT.sh2pT 
krt—or— ceed am ‘sin [Ct-T) 
1:4 ty Sin[Be(teb ] _ 
aK a)0=0,b=2T— 
b, (-Tle_ oF h 2P ELA a sinh sinfa teb 11813 
lr 7 2bp.shpT 6 > E. ie ŽodB)o=21 bees 
ira mei rina me 
at 2ap.shpT 
oie 24 —- sina. silat SY 
eo ‘nT - if 
Bo e" CchpT-1 ths on 
Zz Se pT.sh2pT i) 
: E nl: Pa). 
[~~ čik zr“ T 
d -a-—-b— o EL sine = 
bp.sh2pT REI -sin(5,ta-3)] 
(ZT-a-Ž)p b,4T ao z by a)a=0,b=2T— 
2 j b_bog? BT rbd Kt silpita ži —IL 15 
ab —| gane 15 sinc 2-0) b)2a=b=2T—II 16 
bp.sh 2pT a 
A 25 e”'shpl. A2pTe*)-pT |-* Seo oo 7 COS Sit + 
2pT.sh2pT 
Seas 2EM sings 
22 e” shpT-pT.+-sh2pT) age sin Kt- 
-bT.sh2pT 2 k 
2 ETE 
“Tr rc cos fK.t 
2be 46 
(27-a-Ž)p_Sh 2, eG t sin cos [p(ta-2y + 
23 — gat ee Pa mlada -byJ- | 0b=0—l119 
9 =O—, 
dalb-+-ec— rerni cet | at B)cao—ll. 5 


cp.shapT | Te pin sinters $y] 


b.@A+B) B snitabij 
h B dretpsh ža TII we a) Aw o--II. 20 
T 
24 ir be ne BE Pir bp +24 TONE ee u? 


- a+e- VIN +481 y “inf 


aay ro ‘sin ,(t-a-3) 


pT 
HOD ©: —sSil ho SPA cosB.t 
25 / \ peu’ 2shpT |2 psincot + ry ore 


2 sin[ort-a)]+ 2 - 
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FOURIEROVI REDOVI I LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA 


Branko Berkeš, Zagreb 


Sadržaj 


Fourierovi redovi od velikog su značenja u mnogim granama 
fizike, ponajviše u elektrotehnici i teoriji vodljivosti topline. Uspr- 
kos tome ne postoji u današnjoj stručnoj literaturi opsežnija tabe- 
lacija Fourierovih redova kao ni njihovih transformacija. Stoga 
razloga su ovom članku priložene tabele s nekoliko desetaka naj- 
važnijih Fourierovih redova, koji su složeni tako, da čitalac može 
uz njih odmah naći pripadnu L-transformiranu funkciju i graf 
funkcije. 

Prvi dio članka je teoretske naravi i obrađuje transformaciju 
periodskih funkcija općenito, a posebice na funkciji, na kojoj je 
Fourier vršio svoja prva istraživanja. Na tom je primjeru također 
pokazano, da funkciji u gornjem području pripada konvergentan 
Fourierov red, koji primjenom L-transformacije daje polaznu donju 
funkciju. Time je u neku ruku dan i dokaz, da je zadana f (p) zaista 
donja funkcija, pošto je već prethodno ustanovljeno da f(p)/p—>0 
kad p— oo. Međutim, postupak inverzne transformacije na temelju 
Bromvich-Wagnerovog integrala je dugotrajan — a katkada i kom- 
pliciraniji — posao, pa je za praktičara pogodnije računati Heavi- 
sideovim teoremom razvoja. To je tako dugo dozvoljeno, dok donje 
funkcije imaju jednostavne polove, što je u praksi redovito i slučaj. 

Ako je ?(p) rješenje nekog problema u donjem području, a 
® (p) 
W (p)’ 
pokazati, da je ustaljeno stanje gornje funkcije VY, (t) dano formu- 
lama (7) odnosno (7a), ako se p(p) sastoji od nekoliko članova, a 
pojedini od njih iščezavaju u točkama singulariteta funkcije f (p). 
Ovo vrijedi samo za slučaj, da su korijeni Z(p) realni ili kom- 
pleksni, dok u slučaju da Z(p) ima i čisto imaginarnih korijena 
pridolaze k rješenju još i članovi, koji potječu od tih korijena. U 
točki 3) dan je dokaz, da su funkcije Y, (t) i F(t) =L-f(p), koje 
stoje u vezi prema (5), za iste vrijednosti t = T,,T»,...,Tn diskon- 
tinuirane, ako su Y (p) i Z(p) istoga stupnja; u slučaju da je Z (p). 
višega stupnja, VY, (t) je kontinuirana funkcija. — Sva ova izlaganja 
ilustrirana su na primjerima 1.—3. 


transformirani je Fourierov red oblika f(p) = onda se dade 


(Primljeno 28. X. 1952.) 


UTJECAJ ZEEMANOVA EFEKTA 
NA APSORPCIJU SVJETLOSTI* 


Dušan Pejnović — Branimir Marković, Zagreb 


I. Iz povijesti Zeemanova otkrića 


1. Prije Zeemana pokušalo je nekoliko fizičara da ispita, utječe li 
magnetsko polje na emisiju svjetlosti. Da se u magnetskom polju mijenja 
oblik plamena našao je već g. 1846. Faraday kao jedan pojav dijamagne- 
tizma. Neki fizičari toga vremena stavljali su među polove elektroma- 
gneta raznim solima bojadisane plamene, zatim Geisslerovu cijev, s 
kojom se onda mnogo eksperimentiralo, te električnu iskru. U literaturi 
se češće spominje, da je Faraday izvodio prve ovakve eksperimente, da 
je on g. 1862. među polove elektromagneta stavljao, solima nahranjen 
plamen i motrio spektar pomoću aparata njemačke tt. Steinheill). Prema 
Faradayevu dnevniku, kojeg je objelodanio poslije Faradayeve smrti 
njegov biograf Bence (g. 1870.), bili su to posljednji eksperimenti ovog 
fizičara, a izvedeni su tri godine nakon što su Kirchhoff i Bunsen kon- 
struirali prvi spektralni aparat s prizmom. Međutim je g. 1858., dakle 
prije Faradayeva pokušaja, u Pogg. Ann. izašla jedna Pliickerova radnja 
o »magnetskoj svjetlosti«) Plucker je stavljao u magnetsko polje cijevi 
s razređenim plinovima i metodom Fraunhofera motrio spektar pomoću 
dalekozora. Zanimljivo je, da je Pliicker svijetle tragove, kakvi izlaze iz 
katode Geisslerove cijevi u magnetskom polju nazvao »megnetskom svje- 
tlosti« i da je našao neku sličnost ovog pojava s magnetskim si!nicama. 
Drugog kakvog pojava nije Plucker opazio. 

Shvatljivo je, da Faraday, koji je dobio ime sretnog obretnika, jer 
su mu mnogi pronalasci lako uspijevali, radeći s ondašnjom aparaturom, 
nije mogao naći nikakvu promjenu spektra, pa on nije ni objelodanio svoj 
negativan rezultat. No u Faradayevu dnevniku dolazi nacrt jednog eks- 
perimenta, koji bi, da je izveden, sigurno pokazao djelovanje magnetskog 
polja na svjetlost. Radi se ovdje o pokusu, kojeg je g. 1898. (dvije godine 
poslije prvih Zeemanovih radova) izveo A. Righi.) Uređaj za ovaj pokus 


* Neki eksperimenti, opisani u ovoj raspravi, demonstrirani su 19. 
IV. 1950. na kolokviju Društva matematičara i fizičara. U Glasniku, g. 
1950. str. 124, iznesen je kratki referat ovog predavanja. 

1) V. na pr. Graetz, Hdb. d. Elektr. u. d. Magn. IV, str. 474, 1920; 
(Obrada W. Voigta). Spominju se slični pokusi, koje su izveli Chau- 
tard (g. 1874.) i Treves (g. 1870.). i 

2) Magnetisches Licht Fortgesetzte Beobachtungen uber elektr. Ent- 
ladung durch gasverdiinnte Raume (Pogg. Ann. 104, str. 113 (1858.)). 

3) v. A. Cotton, Le phénoméne de Zeeman (Scientia No 5, str. 85 
(1899.)). — Righijeva rasprava je izašla u Rendiconti Lincei VII, str. 41 
(1898.). — Ovaj je pokus — među ostalim — pokazan na spomenutom ko- 
lokviju Dr. mat. i fiz. 
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odgovara poznatom namještaju za Faradayev magnetooptički efekt. Mje- 
sto Faradayeva stakla, među probušenim polovima elektromagneta, do- 
lazi ovdje natrijevom soli bojadisan plamen, kojeg se spektar može 
motriti jednostavnim spektralnim aparatom. Polarizator i analizator neka 
budu skršteni, tako da u spektralni aparat ulazi samo svjetlost plamena 
između polova. Vanjski izvor može biti bijela svjetlost, no pokus uspijeva 
tim bolje, čim je više žute svjetlosti u tom izvoru sadržano. Ako se uz- 
budi magnetsko polje, opaža se u spektralnom aparatu odebljanje i poja- 
čanje žute natrijeve linije. Righi je protumačio ovaj pokus rastavljanjem 
dvostruke natrijeve linije u dublete, što je Zeeman našao g. 1896. kao 
longitudinalni efekt. 


S obzirom na poteškoće objektivnog demonstriranja Zeemanovog 
efekta ovaj je eksperiment i danas aktuelan. Taj se pojav može objek- 
tivno (projiciranjem) pokazati i bez spektralnog aparata, ako se kao vanj- 
ski izvor upotrebi natrijeva svjetiljka. Iza uzbuđenja elektromagneta 
pojačava se intenzivno realna slika natrijeva plamena. Uz pomoć jedno- 
stavnog spektralnog aparata pokus vrlo lijepo uspijeva, ako se kao 
vanjski izvor upotrebi na pr. Nernstova svjetiljka. Međutim, postoji 
mogućnost, da su kod Righijeva pokusa superpon'rana dva pojava, koja 
je teško razlučiti. W. Voigt“) i Cotton navode, da osim Zeemanovog efekta 
postoji u plamenu zakret ravnine polarizacije i dvolom, kad se plamen 
nalazi u magnetskom polju. Voigt navodi, da se iz Faradayeva opisa ovog 
pokusa ne može saznati, kakvu je on promjenu u spektru očekivao, da li 
će se uticajem magnetskog polja vidjeti rastavljanje ili pomaknuće ili 
promjena svjetloće spektralne linije. Kod tumačenja zakreta ravnine 
polarizacije u magnetskom polju izražava se Faraday riječima »magne- 
tisation of light, illumination of magnetic lignes of forces«. Zeeman?) 
kaze da Faradayevi suvremenici nisu razumjeli, Sto se time htjelo reći, 
no da Faradayeva terminologija dobro označuje Faradayevo otkriće. U 
Faradayevo vrijeme nije još bilo elektromagnetske teorije svjetlosti. Po- 
stojala je mehanička, elastična teorija, pa je Faraday držao, da utjecajem 
magnetskog polja nastaju izvjesne molekularne rotacije (vrtlozi), koje 
bi mogle promijeniti frekvenciju svjetlosti. 


2. Poslije Faradaya predložio je W. Thomson, da se ponovi Farada- 
yev pokus, no da se promatra spektar apsorpcije. Takav je pokus načinio 
Thomsonov suradnik P. G. Tait g. 1875., no rezultat je*opet bio nega- 
tivan. U vezi s Thomsonovom vrtložnom teorijom atoma izrazio je Tait 
misao ovog eksperimenta riječima: Iz Faradayeva efekta o zakretu 
ravnine polarizacije u prozirnom dijamagnetičnom sredstvu slijedi, da u 
tom sredstvu nastaju molekularne rotacije. Linearno polarizirana svjet- 
lost rastavit će se u tom sredstvu u dvije cirkularno polarizirane zrake 
suprotnih smjerova rotacije. Ako apsorpcija nije kompenzirana magnet- 
skim poljem, onda će se tamna linija, koja se javlja bez polja, rastaviti 
u dvije linije slabije tamnoće. Jednoj od njih pripada povišena, drugoj 
snižena frekvencija. Taj je stavak napisan mnogo godina prije klasične 


Lorentzove teorije, koja pomoću cirkularne polarizacije tumači Zeema-— 


nov efekt, 1 prije Zeemanovih eksperimenata. 


: ay G. 1884, istrazivao je djelovanje magnetskog polja na emisiju 
svjetlosti be'gijski astronom Fićvez*). Raspolagao je s jačim elektroma- 


gnetom i boljim spektralnim aparatom nego njegovi predšasnici. Među | 


polove elektromagneta stavljao je natrijevom soli nahranjen plinski pla- 
men i opazio je, što je kasnije vidio i Zeeman, znatno odebljanje linija 


4) Graetz, c. d. IV., str. 577. — O ovom pojavu radi pokus, kojeg su. 


PA ‘Macaluso: i Corbino g. 1907. (v. Wood, Phys. Opt., 3 edit. 1904. str. 


5) Zeeman, Magnetische Untersuchungen, 1914.; str. 25. 
§) Cotton, cs destmsa: 


Utjecaj Zeemanova efekta... PAYS. 


Du, D». Imao je namještaj za longitudinalni i transversalni efekt. Zee- 
man je postavio pitanje, da li su on i Fićvez vidjeli isti pojav i navodi 
neke sekundarne pojave, koje bi mogle ovdje utjecati. Voigt’) drži, da 
Fievezova opažanja ne potvrđuju sigurno traženi efekt. Moglo je doći do 
utjecaja samoobrata svjet'ost', da su kod eksperimenta dijelovi plamena 
bili izvan polja. 


4. Zeeman, potaknut čitanjem Maxwella, koji spominje neuspjele 
Faradayeve eksperimente, istraživao je ovo pitanje za svog službovanja 
u Leidenu, Groningenu i Amsterdamu. Početkom g. 1896. načinio je prve 
eksperimente s pozit'vnim rezultatom. 


Poznato je, da je Maxwell (g. 1870.) napisao, da nikakvim fizikal- 
nim metodama ne će uspjeti promjena ili cijepanje atoma. Nadalje kaže 
Maxwell, da se nikakvim fizikalnim procesom ne može promijeniti fre- 
kvencija, koja pripada izvjesnoj boji, odnosno spektralnoj liniji). Zee- 
manovim istraživanjima oborena je druga Maxwellova izjava. 

Već kod prvih eksperimenata služio se Zeeman Rowlandovom optič- 
kom mrežicom, koja daje veću snagu razlučivanja nego aparat s pri- 
zmom. Opažao je odebljanje spektralnih linija kao utjecaj magnetskog 
polja, no takav pojav vidjeli su i njegovi predšasnici. Kao »experimen- 
tum crucis« načinio je Zeeman na apsorpciji osnovan pokus. Među pro- 
bušene polove elektromagneta postavio je horizontalno metalnu cijev 
s natrijevim parama"). Spektralnim aparatom promatrao je kroz tu cijev 
svjetlost lučne električne svjetiljke. Našao je, da utjecajem magnetskog 
polja, na odebljanim linijama natrija postoje pojavi cirkularne polarizacije 
i da kod toga jedan rub linije odgovara lijevo polariziranoj zraci, drugi 
desnoj. Na temelju ovog opažanja mogao je Zeeman zaključiti, da ovdje 
postoji dublet!?). Eksperimentalnu potvrdu za egzistenciju čistog dubleta 
i tripleta našao je Zeeman g. 1897. na zelenoj liniji kadmija. 


Teoretsko razjašnjenje Zeemanova efekta dao je Lorentz!!). Rezultat 
ove teorije može se izreći riječima: Ion (prema kasnijoj oznaci elektron) 
može uopće izvoditi povoljan eliptički titraj s vlastitom frekvencijom ». 
Pod utjecajem magnetskog polja H nastaju titraji, koji su superpozicija 
jednog linearnog titraja smjerom polja i dvaju cirkularnih titraja suprot- 
nih smjerova s frekvencijama v + Av, v— Av, gdje je 

ak e 
Av = a H == 

Longitudinalni pojav očituje se kao dublet s frekvencijama v + Av, 
y — Av, a transversalni kao triplet s frekvencijama » + Av, v, v— Ay. 

Već g. 1896. na osnovu Lorentzove formule našao je Zeeman, da je e/m 
(prema kasnijoj oznaci »specifički naboj elektrona«) veličina reda 10% 
(kulon/gram). G. 1897. izašla mu je vrijednost 1,7.10% kakvu je u ono 
vrijeme dobio J. J. Thomson savijanjem katodn'h zraka u magnetskom 
polju. 

Klasična Lorentzova teorija nije mogla protumačiti komplicirane 
slučajeve rastavljanja spektra!nih linija u magnetskom polju. Taj je 
problem riješila kvantna teorija. 


7) Isp. Graetz, c. d. IV, str. 490. 

8) Maxwell, Collected Works, 2, str. 790 (1870). 

% Takva se cijev upotrebljava kod Woodova eksperimenta o ano- 
malnoj disperziji. Ka: 

19) U djelu Verhandelingen aangeboden aan Prof. P. Zeeman, str. 2. 
(1935) kaže v. d. Waals jr., da je Z. mogao izreći »heureka« tek nakon 
konstatiranja cirkularne polarizacije na odebljanim linijama. 

11) Graetz, c. d. IV, str. 479. 
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II. Prouéavanje Zeemanova efekta bez spektralnog aparata 


Kratko vrijeme poslije Zeemanova otkri¢a izveli su A. Cotton 
i W. Konig zanimljive eksperimente, pomoću kojih se može Zeema- 
nov efekt objektivno opazati i demonstrirati bez spektralnog apa- 
rata!?), Prema referatima, koji nam stoje na ogled, u njihovim 
člancima pojavi su kratko opisani bez fotografskih snimaka. Na 
njihove eksperimente, koji su izvedeni s ondašnjim sredstvima, na- 
dovezuju se eksperimenti u našoj raspravi. Ovdje su eksperimenti 
prošireni, izvedeni s novijim jačim izvorima svjetlosti i fotografski 
snimljeni. U nekim primjerima moglo se doći do kvantitativnih 
rezultata. 


1. Eksperiment s natrijevom cijevi resonancije. Gašenje resonantne 
svjetlosti u magnetskom polju 


Pojav optičke resonancije, što ga je otkrio američki fizičar 
R. W. Wood (g. 1904.), sastoji se u ovom: prolaze li zrake natrijeve 
svjetlosti kroz staklenu kuglu, u kojoj se nalaze u tami i kod obične 
rasvjete posve nevidljive pare natrija, onda ove pare počinju svi- 
jetliti. Takva svjetlost, uzbuđena optičkom resonancijom, javlja se 
već, ako je tlak para ~©10-* mm Hg, što nastaje kod temperature 
od nekih 300% C. 


Sl. 1. Natrijeva cijev (»lampa« za pokus o op- 
tičkoj rezonanciji). 


BJ %) A. Cotton, Procédé simple pour constater le changement de 
période de la lumiére du sodium dans le champ magnétique; C. R. 125 
str. 865, (1897). 

A. Cotton, Sur la polarisation de la lumiére émise par une flamme 
de sodium placée dans un champ magnétique; C. R. 125 str. 1169, (1897). 

: W. Konig, Einfache Demonstration des Zeemanschen Phanomens; 
Wied. Ann. 63, str. 268, (1897). Citirano prema Zeeman, Magnetische Un- 
tersuchungen, str. 209, 210, (1914). Ove radnje nisu nam bile pristupačne. 
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Kod eksperimenta, koji je ovdje opisan, služila je kao »lampa 
resonancije« vakuumcijev sastavljena od tri kugle s promjerom 
2,7 cm (sl. 1.). Cijela dužina cijevi iznosi 14 cm. Na dnu svake od 
ovih nalazi se mala množina metalnog natrija, što se opaža na sl. 1. 
Ista cijev može se upotrebiti za demonstraciju obrata natrijeve 
svjetlosti, što je bila prva njezina primjena!5), 

Svijetli svežanj, uzbuđen rezonancijom u ovakvoj kugli, oštro 
je ograničen, ako su temperatura i tlak natrijevih para dovoljno 
niski. Pomoću spektralnog aparata s prizmom mogle su se u ovom 
slučaju opažati vrlo tanke spektralne linije D,, D,, a grijanjem 
može se postići, da cijela kugla svijetli rezonantnom svjetlosti. U 
literaturi dolaze samo shematske slike ovakvog pokusa!t). 


Sl. 2. Snimka optičke rezonancije s cijevi sl. 1. 


S ovakvom cijevi starijeg datuma može se ponoviti pokus jedan 
do dva puta. Kod dužeg eksperimentiranja taloži se natrij u unu- 
trašnjosti cijevi, tako, da u nju ne mogu ulaziti zrake vanjskog 
izvora. Za motrenje resonantnog zračenja prave se u novije vri- 
jeme cijevi od stakla, koje je za natrijeve pare rezistentno (sodium 
resisting glass)!5). 


13) Eksperiment o apsorpciji natrijeve svjetlosti u ovakvoj cijevi 
opisao je već g. 1889. Schelbach (Z. S. f. d. phys. u. chem. Unt. II, str. 
82, (1889). Služio se kuglom (r ~ 1 cm), u kojoj se nalazio vodik i nešto 
natrija, te sa svjetlosti plinskog plamenika. Kod grijanja znalo je doći 
do eksplozije (v. Frick-Lehmann, Phys. Technik II-2, 1909, str. 1033). 

14) Isp. R. W. Pohl, Einfiihrung i. d. Optik, 4. u. 5. Aufl., 1943., str. 
211. — R. W. Wood, Physical Optics, 3.edit. 1934. (tablica sa slikom ovog 
pojava u boji). 

15) U američkom katalogu fizikalnih aparata, Scientific Co. Chicago 
(Cento News Chats, Febr. 1940, str. 22. nalaze se slike cijevi od takvog 
stakla. Takva je cijev duga 31 cm, a 8 cm široka. U posljednje vrijeme 
cijevi od takovog stakla proizvodi tvrtka Osram, G. m. H. (Berlin). 
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Sl. 2. pokazuje fotografsku snimku jednog našeg eksperimenta. 
Na ovoj slici se vide probušeni polovi elektromagneta, kugla s na- 
trijem, električno grijalo (maleni reostat) ispod nje i resonancijom 
uzbuđen svijetli svežanj u kugli, koji je oštro omeđen. Svijetle 
mrlje na donjoj strani kugle potječu od istaloženog natrija. Kao 
primarni (vanjski) izvor služila je natrijeva svjetiljka (Osram-Na- 
trium Kleinlampe). Njezina je svjetlost, prolazeći redom kroz dija- 
fragmu (s otvorom od 0,5 cm), leću slabe konvergencije i uzdužnu 
šupljinu u elektromagnetu, uzbudila rezonancijom svjetlost para u 
kugli. Radi dosta slabe svjetlosti pramena bilo je nužno, da se 
trajanje eksponiranja na panhromatskoj ploči produži do nekih 
15 minuta. Da na slici budu vidljivi polovi elektromagneta i ostali 
detalji, trebalo je, da se iza dugog eksponiranja u posve tamnoj 
prostoriji, cijeli uređaj na kratak čas rasvijetli bijelim izvorom 
svjetlosti (žaruljom). Kad se uzbudi elektromagnet, djelovanjem 
Zeemanova efekta (Z. e.) ugasila se posve resonantna svjetlost u 
kugli. Cijepanjem spektralnih linija u razmjerno. slabom magnet- 
skom polju nestaju uvjeti za resonanciju. 

Iznijet ćemo ovdje neke kvantitativne podatke ovog eksperi- 
menta i pomoću ovih, na osnovu teorije, izračunat ćemo promjene 
valnih dužina, radi kojih pojav resonancije nestaje. Te promjene 
nam pokazuju oštrinu resonancije. 

Magnetsko polje, u kojem se nalazila cijev, izmjereno bizmu- 
tovom spiralom, iznosilo je 4800 ersteda (struja uzbuđenja 8 amp., 
daljina polova 4 cm). 


Za normalni a e. ales eee 


Ath To (1) 


yoo 


gdje je Av Ma frekvencije u polju H, a c poznata konstanta | 


(brzina svjetlosti). 
_Iz osnovnih relacija 
> 


Spe ay or 


vey, Mahal ON 


i formule (1) “slijedi za promjenu valne. ia (računanu u em) i 


pdndmot . < 
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Linija D, cijepa se u kvadruplet, a linija D, u sekstet. U she- 
matskoj sl. 3. isporedeno je cijepanje natrijevih linija Disease 
cijepanjem vodikove linije H,= 6562,79 A u triplet (normalni Z. e.). 
Titraji okomiti na smjer polja (o-komponente) označeni su izvuče- 
nim, a titraji smjerom polja (z-komponente) punktiranim linijama. 


Sl. 3. Rastavljanje linija Di, Dy djelovanjem Z. e. isporedena rastavlja- 
njem linija H,. 


Označimo li sada promjenu valne dužine u polju H za nor- 
malni Z. e. sa AA, onda teorija anomalnog Z. e. u skladu sa mje- 
renjima, daje za promjenu valne dužine kod linije D, vrijednosti!"). 


2 
l44,[=|4441=-1|44]| 


; 4 (5a) 
[44,|=|44,.|= 3 | 44]. 
Za liniju D, izlaze slijedeće vrijednosti 
1 
[44, | =144 |= 5144] 
F 3 
| 44, | =|44,+| = > | 4a] (5b) 
5 
| 44,, | =144 = 3 [42]. 
Kod linije D, imamo najmanju promjenu valne dužine 
144, |= 5144], (6a) 
a iza toga i najveću 
|44,,| =e 142]. (6b) 


Kod našeg je eksperimenta 


7 


Ane = > aA z -4,7-10—5- 4,8 * 105 (5,9 - 103 - 10—9)2 : 10-8 A = 0,03 A 


a AE (7) 
eda te = ie 
NNO XO a: Haas (str. 123) izvedeno je za pomaknuéa terma kod linija 
Di, D» shema, u kojoj dolaze ovdje navedeni koeficijenti: ?/s, 4/3 za liniju 
Di, !/s, 3/s, 5/3 za liniju De. : 
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Iz ovog razlaganja slijedi, da su kod ovakvog eksperimenta 
promjene valnih dužina od nekoliko stotinki A dovoljne, da ne- 
stane pojav resonancije. 

Spektralni aparat, kojim bi se mogle motriti sve komponente 
linija D,, D, uz polje H = 4800 ersteda, morao bi imati snagu 
razlučivanja > 

5890 
=== === = 8 
SAA 72003 100 000 (8) 
2. Proučavanje transverzalnog Zeemanova efekta 
metodom apsorpcije 


S raznim izvorima svjetlosti ovaj je pojav prikazan i prouča- 
van u tri eksperimenta, koje ovdje opisujemo. 

a) SI. 4. pokazuje shemu prvog eksperimenta. Među polovima 
elektromagneta, koji su udaljeni 1,8 cm, nalazi se natrijevom soli 
nahranjen plinski plamen (P), a iza njega spomenuta natrijeva 
svjetiljka (S). Da se uzdrži žuta boja plamena, otvor plamenika bio 
je omotan prugom azbesta, koji je natopljen kuhinjskom soli. Lećom 
L načinjena je slika plamena na zastoru Z i na njemu se može 
objektivno demonstrirati Z. e. Dok elektromagnet nije uzbuđen, 
opaža se dosta jaka apsorpcija svjetlosti natrijeve lampe u plamenu. 
Iza uzbuđenja elektromagneta umanji se apsorpcija; potamnjena 
slika plamena se rasvijetli. Kod ovog eksperimenta iznosila je struja 
magnetiziranja 9 amp., jakost polja 10000 ersteda. 


Fotografske snimke ovog pojava 
prije i poslije uzbuđenja elektromagne- 
ta pokazuju sl. 5a, 5b. Za promjene 
* valnih dužina pojedinih komponenata 
linija D,, D, u polju 10000 ersteda daje 
račun slijedeće vrijednosti: 

2 


Os 


Dy ...44, = 3 -1,64A = 1,09 A 
Ai 2 Sh er eee 
ica 3 ? , 4 
Dz... Ady = 3 LA = 0,554 (9 
; ax? S ear es 
Sl. 4. Eksperimentalni uredaj Vuče aa ae 
za proučavanje transversalnog 5 
Z. e. metodom apsorpcije. novi = 
42, 6 1,64 A = 1,83 A 


Zanimljivo je da se za vrijeme uzbudenja polja slika plamena 
moze analizirati polarizacionim aparatom (nikolom N u sl. 4. ili 
Glan-Thomsonovom prizmom). Motrit ćemo najprije plamen kroz 
polarizator, koji neka je tako namješten, da propušta zrake sa 
titrajima okomitim na smjeru polja. Ako sad zakrenemo polarizator 


za 90% tako da kroza nj prolaze zrake s titrajima smjerom polja, 
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opaža se tamnija slika plamena (uvećana apsorpcija). U prvom slu- 
čaju apsorpcija se zbiva na o-komponentama, u drugom na z-kom- 
ponentama. Uzevši u obzir zvonoliki oblik resonantne krivulje 
očito je, da će komponente z, koje se po valnoj dužini manje razli- 
kuju od valne dužine primarne svjetlosti nego komponente o (AAr < 
< ao), dati manju svjetloću. 


Sl. 5. Apsorpcija svjetlosti natrijeve svjetiljke u natrijevu plamenu, koji 
se nalazi među polovima elektromagneta; 
a) slika prije uzbuđenja polja, b) slika iza uzbuđenja. 


.SI. 6. U širokom natrijevu plamenu izvan polja apsorbira se 
svjetlost malenog plamena, koji je smješten među polove elektromagneta 
a) slika prije uzbuđenja polja, b) slika iza uzbuđenja. 


b) Drugi »inverzni« eksperiment izveo se tako, da je među 
polove elektromagneta, kao primarni izvor postavljen sužen natrijev 
plamen. Za tu svrhu služio je Bunsenov plamenik malenih dimen- 
zija. Ispred njega, izvan polja, nalazio se natrijev plamen niže tem- 
perature. Uzeo se ovdje široki Meckerov plamenik, s mrežicom i 
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komadiéem azbesta, koji je natopljen kuhinjskom soli, tako da je 
iznad ove mrežice gorio plin. Sl. 6a pokazuje pojav prije uzbuđenja 
polja (co 10000 ersteda), a sl. 6b iza uzbuđenja. Razlika u apsorpciji 
nije ovdje tako izrazita kao u sl. 5a, 5b. Na sl. 6b opažaju se svijetli 
rubovi i deformacija plamena u magnetskom polju (utjecaj dija- 
magnetizma). Eksperiment bi pokazao veću razliku apsorpcije, da 
se između polova nalazio izvor s višom temperaturom. Natrijeva 
lampa, radi njezine konstrukcije, nije se smjela ovamo namjestiti. 
Analiza s polarizatorom mogla se i ovdje provesti. 

Opaska: Pokušano je, da bi se mogla vidjeti promjena apsorpcije 
sa jednim plamenom između polova, koji je tako širok, da se dio njegov 
nalazio izvan polja. Eksperiment nije dao pozit van rezultat, a nije uspio 
ni pokušaj; kad se u sredinu plamena stavila boračina biserka. Vjerojatno 
je, da su u ovim pokusima bile premale temperaturne razlike između 
nutarnjih i vanjskih dijelova plamena, da bi se pokazao utjecaj Z. e. 
na apsorpciji. 


SL 7. Apsorpcija svjetlosti Hg-cijevi, koja je smještena među polove 
elektromagneta u drugoj Hg-cijevi, a) slika prije uzbuđenja polja, 
' b) slika iza uzbuđenja . 


c) Jednu varijantu ovakvog eksperimenta pokazuju sl. 7a, 7b. 
Kao izvori svjetlosti upotrebljene su dvije cijevi sa živinim para- 
ma. Jedna od ovih, s većom svjetloćom, nalazila se između polova 
elektromagneta, a druga izvan polja. U izvjesnoj mjeri mogla se 
svjetloća cijevi regulirati pomoću transformatora (induktora). Mo- 

trenjem cijevi između polova kroz cijev izvan polja, konstatirala se 
vidljiva promjena apsorpcije, kad se elektromagnet uzbudio (sl. 7b). 
Mogli bi uzeti, da veća svjetloća cijevi u sl. 7b nastaje djelovanjem 
magnetskog polja na struju živinih para a tek djelomično od Z. e. 
No analiza s polarizatorom pokazala je jednak rezultat kakav su 
dali eksperimenti a), b)18. > m i 


15) Kod transverzalnog efekta cijepa se najjača zelena nas Zivi- 
nih para (A = 5460 A) u triplet. — ; j 
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3) Pokus o apsorpciji kod longitudinalnog Zeemanovog efekta 


Eksperimentalni uređaj pokazuje sl. 8., u kojoj P označuje 
natrijev plinski plamen, S natrijevu lampu, N polarizator, L leću, 
Z zastor, odnosno fotografsku ploču. Sl. 9a pokazuje snimku prije 
uzbuđenja polja, a sl. 9b iza uzbuđenja (co 6000 ersteda). Na ovim 
slikama opaža se daleko veća promjena apsorpcije, nego što je bila 
kod eksperimenta za transverzalni efekt (sl. 5a, 5b). To je u skladu 
s položajem komponenata o, a (isporedi formule 5, 5a). Kod longi- 
tudinalnog efekta dolaze u obzir samo o-komponente, a ove se po 
valnoj dužini jače razlikuju od linija D,, D, nego a-komponente, 


ik zA 


Sl. 8. Uređaj za pokus o apsorpciji kod longitudinalnog Z. e: 


koje sudjeluju u transverzalnom efektu. Analiza s polarizatorom, 
a ni namještaj 4/4-pločice, ne pokazuju u ovom slučaju promjenu 
intenziteta apsorpcije. Razlog je tome što su o-komponente cirku- 
larno polarizirane u suprotnom smislu, a z-komponente nemaju 
utjecaj. 


Sl. 9. Snimke o apsorpciji uz uređaj sl. 8., a) slika prije uzbuđenja polja, 
i b) slika iza uzbudenja ; 


Opisanim pokusima može se Z. e. indirektno, bez spektralnog 
aparata, kakav bi zahtijevao vrlo jaku snagu razlučivanja, motriti, 


objektivno demonstrirati, a u izvjesnim granicama i proučavati. 


(Primljeno 11. III. 1953.) 
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UBER DEN EINFLUSS DES ZEEMANEFFEKTS AUF DIE 
ABSORPTION DES LICHTES 


D. Pejnović — B. Marković, Zagreb 
Zusammenfassung 


I. Der erste Teil der Abhandlung enthalt eine kurze geschicht- 
liche Ubersicht der magnetooptischen Untersuchungen vor Zeemans 
Entdeckung. 


II. Untersuchungen des Zeemaneffekts ohne Anwendung 
des Spektralapparates 


Kurze Zeit nach Zeemans Entdeckung verčffentlichten A. Cot- 
ton und W. Konig eine Methode, welche erméglicht die Anderungen 
der Frequenz beim Zeemaneffekt ohne Spektroskop festzustellen!). 
Wir haben solche Experimente zuerst wiederholt, dann mit Hilfe 
neuerer und starkerer Lichtquellen ausgeftihrt und erweitert. Bei 
allen unseren Experimenten wurden photographische Aufnahmen 
hergestellt. In einigen Fallen konnten wir auch quantitative Ergeb- 
nisse mittels der Analyse des Polarisationszustandes bekommen. 


1. Experiment tiber optische Resonanz. 
Lčschung des Resonanzlichtes im Magnetfelde 


Die Erscheinung der optischen Resonanz wurde bekanntlich 
von R. W. Wood entdeckt (1904). Lasst man die Strahlen einer 
Natriumlichtquelle durch unsichtbaren Natriumdampf, so beginnt 
der Dampf infolge der optischen Resonanz zu leuchten. Als Reso- 
nanzlampe diente uns eine Vakuumrčhre mit drei Kugeln, (Abb. 
1), in welchen sich Teilchen von metallischem Natrium befanden. 
Dieselbe Réhre wurde auch fiir die Versuche der Umkehrung des 
Natriumlichtes bestimmt und verwendet. Das durch optische Reso- 
nanz angeregte Lichtbiindel ist scharf begrenzt, wenn die Tempe- 
ratur und der Druck niedrig sind (300°C, o 10-5 Torr). Bei héhe- 
ren Temperaturen verbreitet sich das Licht im ganzen Innenraum 
der Kugel. Mit einem Vakuumrohr aus gewčhnlichem Glase kann 
man den Versuch nur ein bis zweimal wiederholen. Durch langere 


Erw&rmung schlagt sich der Natriumdampf nieder und macht das 
Glas undurchsichtig?). 


‘) Die Abhandlungen von Cotton und Konig sind in der Fussnote (1) 
des kroatischen Textes zitiert. Die Originale dieser Abhandlungen waren 
uns nicht zuganglich. Nach einigen Berichten diirfen wir annehmen, dass 
beide Abhandlungen kurzgefasst und ohne photographische Aufnahmen 
erschienen. 

*) Im amerikanischen Katalog der physikalischen Apparate Cenco 
News Chats, No 27, 1940 (Chicago), findet man Rčhren und Lampen aus 
Glas welches gegen den Natriumdampf widerstandsfahig ist. Jetzt pro- 
duziert solche Lampen Osram G. m. H. (Berlin) (vergl. die Fussnote 4). 
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Abb. (2) zeigt die photographische Aufnahme eines unserer 
Experimente. Auf diesem Bilde sieht man die durchbohrten Pole 
des Elektromagneten, die Kugel mit Natriumdampf, einen kleinen 
Rheostat fiir die Heizung und das begrenzte Resonanzbiindel. Mit 
Hilfe eines Prismenspektroskops konnten wir die beiden sehr diin- 
nen Linien D,, D, wahrnehmen. Als prim&re Lichtquelle diente 
eine Osram-Natrium-Kleinlampe. Die hellen Flecke an der unteren 
Seite der Kugel riihren vom Niederschlag des Natriumdampfes her. 
Schon bei schwacher Erregung des Elektromagneten erlčschte das 
Resonanzlicht vollkommen infolge der Auflésung der Spektral- 
linien?). 

Mittels einiger quantitativen Angaben kann man die Ande- 
rung der Wellenlange berechnen, infolge welcher die Resonanzer- 
scheinung verschwindet. Diese Anderung zeigt die Scharfe der 
Resonanzkurve. 


Starke des Magnetfeldes H = 4800 Oerstedt (Erregungsstrom 
8 Amp.). Bezeichnen wir mit Av die Anderung der Frequenz, mit 
Ad die Anderung der Wellenlange, mit 1/m das Verhšltnis der La- 
dung zur Masse ftir das Elektron, mit c die Lichtgeschwindigkeit, 
dann gelten fiir den normalen Z-Effekt die Formeln (1), (2), (3). Die 
Auflésung der Natrium-Linien ist ein interessantes Beispiel fir den 
anomalen Z-Effekt. Die Linien D,, D, ergeben verschiedene Zee- 
mantypen. Es besteht ein Zusammenhang dieser Typen mit der 
Serientheorie der Spektrallinien. Die Linie D, spaltet sich in ein 
Quadruplett, die Linie D, in ein Sextett. In der schematischen Ab- 
bildung (3) wird die Auflésung der Linie H, = 6562,79 A (normales 
Triplett fiir eine Linie von Wasserstoff) mit der Auflosung der 
Linien D,, D, verglichen. Schwingungen in der Feldrichtung 
(a-Komponenten) sind als punktierte, und Schwingungen senkrecht 
zur Feldrichtung (o-Komponenten) als gezogene Strecken bezeich- 
net. Die kleinste und die grčsste Anderung der Wellenliange fiir D, 
ist in den Formeln (7) gegeben. Fiir das Feld H = 4800 Oersted gibt 
die Rechnung 


AA, = 0,08 A, AA, = 0,15 A. 


Daraus folgt, dass die Anderung der Wellenlange von einigen 
Hundertsteln A geniigt, damit die Resonanz verschwindet. Ein 
Spektralapparat, mittels dessen man alle Komponenten x, o sicht- 
bar machen kčnnte, miisste das Aufl&sungsvermogen Al Ad co 100000 
haben (vergl. die Formeln 8). 


3) In der Literatur findet man nur die schematische Abbildung der 
optischen Resonanzerscheinung (vergl. Fussnote *) des kroatischen Textes). 
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2. Beobachtung und Erforschung des transversalen Z-Effekt 
mit der Absorptionsmethode 


Mit verschiedenen Lichtquellen sind die drei folgenden Expe- 
rimente ausgefihrt. 


a) Abb. (4) stelit das Schema des ersten Experiments dar. 
Zwischen den Polen des Elektromagneten befindet sich ein Gas- 
brenner mit Natriumlicht (P) und hinter ihm eine Natriumlampe 
(S). Die Linse (L) ergibt ein reales Bild der Flamme auf dem 
Schirme (Z). Vor Erregung des Feldes ist das Bild der Flamme, 
infolge der Absorption, verdunkelt. Nach Erregung sieht man ein 
viel helleres Bild. Die Grésse der Feldstarke co 10000 Oe. 


Photographische Aufnahmen vor und nach Erregung des Mag- 
netfeldes zeigen die Abbildungen 5a, 5b. Veranderung der Wellen- 
langen fur alle Komponenten a, o sind in den Formeln (9) ange- 
geben. Der Polarisationszustand des Bildes beim erregten Felde 
(Abb. 5b) lasst sich mit einem Polarisator (Nicolsches Prisma N, 
oder Prisma nach Glan-Thompson) analysieren. Man stellt den Po- 
larisator zuerst so, dass die normal zum Felde gerichteten Licht- 
schwingungen durchgelassen werden. Dreht man nun den Polari- 
sator um 90°, so wird das Bild dunkler. In der ersten Einstellung 
wird das Licht der o-Komponenten absorbiert, in der zweiten das 
der z-Komponenten. Diese Erscheinung ist leicht zu erkl&ren. Sie 
folgt aus der Form der Absorptionskurve und aus der Relation 
Adn< Alo. 

b) Beim zweiten »inversen« Experimente war zwischen den 
Polen des Elektromagneten eine kleine Gasflamme mit Natrium- 
licht angebracht. Vor dieser Flamme wurde als zweite Lichtquelle 
niedrigerer Temperatur ein Meckerbrenner mit breiter Offnung 
aufgestellt. Abb. 6a zeigt das Bild der Flamme vor der Felderre- 
gung, Abb. 6b nach derselben. Der Unterschied in der Absorption 
ist nicht so sichtbar wie in den Abb. 5a, 5b. Gréssere Unterschiede 
wurden erreicht werden, wenn man Licht hdherer Temperatur ins 
Magnetfeld gestellt hatte. Die sichtbare Deformation der kleinen 
Flamme (Abb. 6b) ist als eine Erscheinung des Diamagnetismus zu 
erklaren. Eine Analyse mit dem Polarisator liesse sich wie beim 
vorigen Experiment durchfiihren. 

c) Eine Variante von solchen Experimenten zeigen die Auf- 
nahmen 7a, 7b. Als Lichtquellen wurden zwei Quecksilberdampf- 
rohren gebraucht. Eine Réhre wurde zwischen die Pole des Elek- 
tromagneten gestellt, die andere ausserhalb des Feldes. Die Licht- 
starke wurde mittels des Transformators reguliert. Wenn die erste 
Rčhre durch die zweite betrachtet wurde, erschien bei Erregung 
des Magnetfeldes eine kleinere Absorption des Lichtes (Abb. 7b). 
Kine Analyse mit dem Polarisator gab dasselbe Resultat wie bei 
den vorigen zwei Experimenten, so dass sekund&re Wirkungen des 
Magnetfeldes keinen merklichen Einfluss haben konnten. 
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3. Versuch fiir den longitudinalen Z-effekt 


Abb. 8 zeigt die Versuchsanordnung: P ist eine Natriumflam- 
me, S eine Natriumlampe, N ein Polarisator, L eine Linse, Z ein 
Schirm oder eine photographische Platte. Abb. 9a zeigt die Auf- 
nahme vor Erregung des Feldes, Abb. 9b nach Erregung. Auf die- 
sen Bildern ist ein weit grésserer Unterschied der Absorption er- 
sichtlich als auf den Abb. 5a, 5b fiir den transversalen Z-effekt. 
Diese Erscheinung folgt aus der Position der o und a-Komponenten 
beim transversalen und longitudinalen Effekt (vergl. die Formeln 
ga, 5b, und die Abb. 3). Beim longitudinalen Effekt kommen nur 
o-Komponenten, beim transversalen auch a-Komponenten in Be- 
tracht. Die Analyse mit dem Polarisator (sowie mit der 1/4 — Plat- 
te) zeigte keine Anderung des Absorptionsbildes. Das folgt aus den 
entgegengesetzen Richtungen der zirkularen Schwingungen beider 
o-Komponenten. 


Die Versuche und Messungen, welche in diese Abhandlung dar- 
gestellt sind, ermdéglichen den Zeemaneffekt objektiv nachzuweisen 
und in gewissen Grenzen ihn auch ohne Spektralapparat, welcher 
lubrigens ein sehr grosses Aufl&sungsvermčgen haben miisste, zu 
erforschen. 


Die Beschreibung der Bilder in diesem Artikel 


Abb. 1. Natriumrčhre f. d. Versuch iiber optische Resonanz. 

Abb. 2. Aufnahme der Resonanzerscheinung mittels der Rčhre in der 
Abb. 1. 

Abb. 3. Vergleichung der Auflésung der Linien D:, D2, mit der Aufl6- 
sung der Linie H, durch den Z-Effekt. 

Abb. 4. Versuchsanordnung fiir Absorption des Lichtes beim transversa- 
len Z-Effekt. 

Abb. 5. Das Licht der Natriumlampe wird in einer Natriumflamme ab- 
sorbiert, a) das Bild vor Erregung des Feldes, b) nach Erregung 
des Feldes (Versuchsanordnung nach Abb. 4.). 

Abb. 6. Das Licht der Natriumflamme wird absorbiert in der anderen 
Flamme, a) das Bild vor Erregung des Feldes, b) nach Erregung 
des Feldes. 

Abb. 7. Das Licht einer Quecksilberdampfrčhre wird absorbiert in der 
anderen Hg-Rohre, a) Das Bild vor Erregung des Feldes, b) nach 
Erregung des Feldes. mos 

Abb. 8. Versuchsanordnung fiir Absorption beim longitudinalen Z-Effekt. 

Abb. 9. Aufnahmen nach der Versuchsanordnung in d. Abb. 8., a) vor 
Erregung des Feldes, b) nach Erregung des Feldes. 
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Prof. Dr. ing. Mladen Paié 


PRIGODOM PROSLAVE OSAMDESETE GODISNJICE RODENJA 
PROF. Dr. STANKA HONDLA* 


Meni je osobito ugodna dužnost i čast, da prije svega čestitam pro- 
fesoru Hondlu — u ime svih članova Fizičkog instituta i u moje ime — 
njegov osamdeseti rođendan. Mi mu svi od srca želimo mnogo sreće i 
uspjeha u njegovom daljnjem radu. 


Kao nasljednik, iako ne direktan, profesora Hondla na mjestu pred- 
stojnika Fizičkog instituta, htio bih se osvrnuti na njegov plodan, dugo- 
godišnji i za našu nauku toliko koristan rad. Kod izlaganja tog rada 
služit ću se i podacima, koje mi je vrlo ljubezno dao dugogodišnji kolega 
našeg svečara, prof. Dušan Pejnović, kojemu i ovom prilikom na tome 
najtoplije zahvaljujem. 

Profesor Hondl je svršio sveučilišne nauke na našem Filozofskom 
fakultetu 1895. godine, gdje mu je profesorom fizike bio prvi profesor iz 
te struke na našem obnovljenom Sveučilištu, Vinko Dvorak. Iza toga bio 
je jednu godinu na studiju u Gočttingenu i Berlinu, gdje je među ostalim 
slušao Planckova predavanja i sudjelovao u njegovom seminaru. Nakon 
povratka primio je 1896. godine mjesto srednjoškolskog profesora i to 
najprije nekoliko mjeseci u Vinkovcima, a zatim, do 1911., u Zagrebu, 
na ondašnjoj donjogradskoj klasičnoj gimnaziji. Doktorat filozofije posti- 
gao je 1898. na temelju disertacije »O sfernim i njima sličnim funkcija- 
ma«. Habilitirao se 1902., za privatnog docenta hidrodinamike te nauke 
o elasticitetu i nauke o potencijalu. S predavanjima je počeo u školskoj 
godini 1902/3. i to »O osnovi teorije potencijala«. Godine 1911. napušta 
srednju školu i postaje javnim izvanrednim profesorom fizike i predstoj- 
nikom Fizikalnog kabineta na Filozofskom fakultetu, naslijedivši tu duž- 
nost od profesora Dvoraka, koji te godine odlazi u mirovinu i počinje 
predavati povijest fizike. Četiri godine kasnije, prof. Hondl postaje ja- 
vnim redovitim profesorom fizike i na toj dužnosti ostaje do kraja 1945. 
godine. 

Profesor Hondl djelovao je dakle na našem Sveučilištu 43 godine 
kao nastavnik, a 35 godina kao predstojnik ustanove, koja se najprije 
zvala Fizikelni kabinet, kasnije Fizikalni zavod, da nakon osnivanja Pri- 
rodoslovno-matematičkog fakulteta dobije ime Fizički institut. 


Osim navedenih dužnosti profesor Hondl je kao srednjoškolski pro- 
fesor od 1907. do 1911. bio suurednik Nastavnog Vjesnika, te potpred- 
sjednik Društva Hrvatskih srednjoškolskih profesora. Na Sveučilištu je 
vršio u dva navrata dužnost dekana Filozofskog Fakulteta, a 1936/37. i 
1937/38., bio je rektor Sveučilišta. Poslije Prvog svjetskog rata izabran 
je pravim članom Jugoslavenske Akademije, a kasnije njenim potpred- 
sjednikom. : d 

Nastavni rad profesora Hondla sastojao se od predavanja iz ekspe- 
rimentalne fizike, a osim toga, za više semestre, držao je kolokvij o novi- 
joj literaturi iz fizike. Do 1919. g. predavao je prof. Hondl i teorijsku 
fiziku. Njegovi slušači, kojih imade zacijelo mnogo i u ovoj dvorani, 


* Govor održan 21. X. 1953. na proslavi osamdesete godišnjice rođenja 
prof. Dr Stanka Hondla u Društvu matematičara i fizičara NR Hrvatske. 
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cijenili su duboko savremenost njegovih predavanja i obilje lijepih i 
briljantnih pokusa, koje je izvodio. 


Uz svoj naporan redoviti posao naš jubilarac dao je velik broj pri- 
loga fizici. Njegovi su radovi publicirani u Radu Jugoslavenske Akade- 
mije, Nastavnom Vjesniku, Glasniku Matematičko-fizičkom i astronom- 
skom, Farmaceutskom Vjesniku, Almanahu »Bošković« te u engleskom 
časopisu »Nature«. Spomenuo bih naslove nekojih od njegovih značaj- 
nijih radnji: »Nacrt povijesti kvantitavne atomistike« (Rad 1914.), »Po- 
gledi nove fizike« (Rad 1929.), »Autonomija fizikalnih znanosti« (Glasnik 
Hrv. prir. društva 1936.). Ovi radovi očituju duboko poznavanje savre- 
mene fizike. U »Pogledima nove fizike« profesor Hondl obrazlaže kako 
bi trebalo mjesto ukorijenjenih naziva »Laplaceov duh«, »Laplaceova 
formula svijeta«, uvedenih po Dubois-Raymondu, upotrebljavati ispravne 
nazive: »Boškovićev duh«, »Boškovićeva formula svijeta«. Nadalje je 
profesor Hondl objavio u Nastavnom Vjesniku preko 20 radnji, od kojih 
bih istakao opsežnu historijsko kritičnu raspravu o centrifugalnoj sili, te 
radnju o Bošković-Faradayevoj atomistici. Godine 1945. objavio je vrlo 
vrijednu i opsežnu raspravu o Mark Antoniju de Dominisu napisanu na 
temelju proučavanja originalnog de Dominisovog djela. 


Naučno historijski i kritički rad, za koji se profesor Hondl uvijek 
interesirao, nije usporen ni tada, kad je profesor Hondl službeno prestao 
djelovati na Sveučilištu. U vremenu poslije Drugog svjetskog rata on na- 
stavlja intenzivno sa svojim historijskim istraživanjima i objavljuje 
radove osobito o Boškovićevim pogledima na probleme fizike. 


Profesor Hondl nije samo odgajao generacije nastavnika fizike, već 
je i neposredno djelovao na izobrazbu naše srednjoškolske mladeži iz tog 
predmeta i to posredstvom svog vrlo dobrog udžbenika, koji uz ostale 
odlike imade i tu da su mu historijski podaci vanredno pomno i vjero- 
dostojno navedeni. 


Popularizaciji fizike posvetio je prof. Hondl također truda. Kad je 
upravo prije Prvog svjetskog rata počelo raditi »Pučko sveučilište«, on 
je održao niz od 6 predavanja, a kasnije je kroz četvrt stoljeća držao 
godišnje do dva predavanja s pokusima o savremenim temama. I za naš 
popularni časopis »Priroda« napisao je on nekoliko članaka. 


Kod profesora Hondla polagali su doktorate profesori J. Lončar, V. 
Vrkljan, V. Lopašić i B. Metzger, te prerano preminuli asistent F. Z. 
Lypolt. 


Međutim sve ovo, što sam dosad naveo, ne iscrpljuje sadržaj gotovo 
pola stoljeća rada našeg dragog jubilarca. Nisam se još hotimice dotak- 
nuo jednog područja njegove aktivnosti, koja je također značila mnogo u 
razvoju fizike u Hrvatskoj, a čije blagodati mi svi osjećamo. Ta aktivnost 
je izgradnja Fizikalnog zavoda. Dozvolite mi da se na to pitanje malo 
potanje osvrnem. Ponajprije bih htio dati kratak opis stanja, kakovo je 
bilo na fizici u doba, kad je profesor Hondl postao predstojnikom Fizi- 
kalnog kabineta. Bolje će se tada moći prosuditi, koliki je korak učinjen 
od onda pa do 1945. godine, i kolike su zasluge profesora Hondla za toliki 
napredak. 

Sveučilišni fizikalni kabinet bio je smješten u II. katu stare sveuči- 
lišne zgrade. Uz predavaonicu, u kojoj je bile mjesta za 40 do 50 slušača, 
imao je još 3 sobe, koje su bile prenatrpane zbirkama aparata i knjiga. U 
kabinetu je postojao svega jedan pisaći stol za profesora, nije bilo elek- 
trične rasvjete, već plinska, a projekcije su se vršile pomoću petrolejskih 
svjetiljki. Studentski praktikum održavao se na jednom hodniku. ća 
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Kratko vrijeme nakon dolaska profesora Hondla uvedena je u Fizi- 
kalni kabinet izmjenična monofazna električna struja, napona 110 V. 
Ostale prostorije Sveučilišta su i dalje bile osvijetljene plinom. Kraj 
predavaonice montirana je bila grupa motor-generatora za dobivanje 
stalne struje od 110 V, a s tim je bilo mnogo muke zbog prejake struje 
kod stavljanja motora u pogon. Događalo se da su tom prilikom pregarali 
osigurači i za čitavu Frankopansku ulicu. 


Iako je bilo u ono vrijeme na Filozofskom fakultetu, uključivši oba 
njegova odjela (filozofsko-historijski i matematičko-prirodoslovni) svega 
162 slušača, ipak je profesor Hondl smatrao da je onakvo stanje na Fizici 
neodrživo, te da treba poduzeti korake da se ono popravi izgradnjom 
novog Instituta. Tadanji gradski načelnik i narodni zastupnik u hrvat- 
skom saboru Janko Holjac podnio je 10. veljače 1914. interpelaciju o 
gradnji Fizikalnog zavoda, a ban Skerlecz je odgovorio, da će gradnjom 
započeti svakako još iste godine. Već 25. lipnja podnešena je bila saboru 
zakonska osnova o gradnji Fizikalnog zavoda iz sredstava Zemaljskih za- 
klada. Pošto je osnova prošla sve parlamentarne formalnosti, to je 11. 
srpnja iste godine tadanja vlada podnijela saboru na konačni prihvat ovu 
zakonsku osnovu, o kojoj je bio izvjestitelj sveučilišni profesor povijesti 
i narodni zastupnik Gjuro Šurmin. Troškovi za samu zgradu bili su pred- 
viđeni s 320.000 kruna, a za čitavo uređenje 600.000 kruna. Dne 13. kolo- 
voza 1914. bio je zakon sankcioniran. 


Zahvaljujući dubokom smislu profesora Hondla, za historiju i me- 
todsko pohranjivanje dokumenata, nije danas teško slijediti povijest 
razvoja gradnje Fizikalnog zavoda. Mi posjedujemo dokument, kojim 
je prof. Hondl pozvan 12. studenog 1914., dakle već za vrijeme rata, da 
dođe na konferenciju u Odjel za bogoštovlje i nastavu »u svrhu«, kako se 
u pozivu veli, »ustanovljenja građevnog programa za novogradnju kr. 
sveučilišnog fizikalnog zavoda u Zagrebu, u kojem će biti smješteni još 
geografski i komparativno-anatomski zavod te matematički i geome- 
trijski seminar.« 

Sačuvan je također rukom profesora Hondla napisan program, koji 
je on na toj konferenciji predložio. Htio bih samo spomenuti, iz tog pro- 
grama, da je predvidio već tada veliku predavaonu za 150 slušača, dakle 
za gotovo onaj broj studenata, koji je imao čitav fakultet, uključivši jezi- 
koslovce i filozofe. Za mene je to očit dokaz jednog uma, kojemu pogled 
može prodrijeti kroz tminu budućnosti, što nije svakome dano. Nuzgred 
budi spomenuto da se i taj za ondašnje prilike vjerojatno fantastičan 
broj mjesta profesoru Hondlu činio premalenim, te da je konačno izgra- 
dio predavaonu za 250 studenata, u kojoj vi danas sjedite, a koja je sada 
upravo dovoljna za predavanja iz Opće fizike samo za Matematičko- 
fizički i Kemijski odsjek. 

Nastavljanje rata nažalost je prekinulo ovako dobro započete pla- 
nove. Nakon Prvog svjetskog rata u ratom osiromašenoj zemlji nije se 
odmah moglo pomišljati na ostvarenje započetih planova, no poteškoće 
u Fizikalnom zavodu postale su još veće, nego li su bile prije rata. Osno- 
vani su u međuvremenu Medicinski i Veterinarski fakulteti, pa je nji- 
hovim studentima trebalo davati nastavu iz fizike. Dobivena je doduše 
veća predavaona, dvorana VIII u staroj zgradi Sveučilišta, no ipak je 
trebalo nekoliko puta ponavljati predavanja, da bi ih svi đaci mogli čuti. 
Krediti su bili kukavni. Tek 1928. je Zavod dobio znatniju sumu od 
50.000.— din. Ne prije 1926. godine moglo se progurati u državni proračun 
prvi dio svote za podizanje zgrade. Predviđalo se da će stajati Din 
11,000.000.—. Zagrebačke novine donijele su 24. ožujka 1927. g. vijest da 
se počelo zidanjem zgrade Fizikalnog zavoda. 
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Otada se zagrebatka javnost neprestano i Zivo interesirala za podi- 
zanje ovog objekta. Zahvaljujući profesoru Hondlu mi imamo sačuvane 
sve odjeke u javnosti, prouzrokovane tom gradnjom. Tu je skupljeno gotovo 
pedeset izvadaka iz zagrebačkih novina. Gradnja Fizikalnog zavoda po- 
stala je stvar Zagrepčana, da ne kažemo čitavog hrvatskog naroda. Oko 
nje kao opipljivog i uočljivog simbola lošeg gospodarenja i nemara tada- 
šnjih vlada, kristalizirale su se oštre kritike. Izlazili su članci pod nazi- 
vima kao što su »Zidanje Skadra«, »Zagrepčani pred čudom novogradnje«, 
»Fizikalni zavod se ipak gradi« i t. d.,it.d. Opoziciona štampa nije pro- 
pustila ni jedne prilike, a da ne upotrebi gradnju za kritiku vlade. Hu- 
moristi su također često spominjali tu gradnju. 

U ono vrijeme, kad su se u Zagrebu dizale velikom brzinom čitave 
gradske četvrti, ova gradnja »na rate« nije se mogla ni shvatiti ni pri- 
hvatiti. Konačno 5. kolovoza 1930. novine donose vijest da je »zidanje 
Skadra« dovršeno. Međutim, tako se činilo samo laicima jer su vidjeli 
završenu fasadu, a nisu se mnogo pitali, kako je s unutarnjim uređenjem. 
Doznajemo 24. II. 1931. da se tek studira unutarnje uređenje, raspisuje 
licitacija za centralno grijanje, stolarske radove i slično. 

Sada je počeo za profesora Hondla i njegove saradnike profesore 
Katalinića i Pejnovića najveći rad. Prošlo je sedam godina od časa kad su 
novine najavile završetak izgradnje instituta, pa do useljenja Fizikalnog 
zavoda u tu zgradu. Koliko je ljubavi, brige, pažnje, znanja, samoprije- 
gora i upornosti trebalo upotrebiti, da se dođe do rezultata, koji vi vidite, 
možete si zamisliti, ako se prema novinskim vijestima sjetite muka oko 
izgradnje. 

Dio rezultata tog rada vide svi, koji se nalaze u ovoj, jednoj od naj- 
ljepših predavaona u ovom dijelu građa, a ostalo poznajemo najbolje mi, 
članovi Fizičkog instituta, koji u njemu dnevno radimo. 

Kad sam nakon dugog izbivanja došao ovamo i vidio Institut, koji 
ću morati voditi, bio sam sretan, što je kod nas podignuta tako lijepa 
ustanova, a i zahvalan čovjeku. čijom zaslugom je ona stvorena. 
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Dr. Vilko Niée 
PERSPEKTIVA 


»Skolska knjiga«, Zagreb 1953., 106 str., 122 slike. 


Slika nekog predmeta služi većinom zato, da bi se pomoću nje do- 
šlo do jasne predodžbe predmeta, što ga ona prikazuje. Tu sliku možemo 
izraditi na više načina, koji se obrađuju u nacrtnoj ili deskriptivnoj geo- 
metriji. Jedan od tih načina je metoda centralnog projiciranja ili per- 
spektiva. Kako je ona nastala geometrijskim pojednostavljenjem procesa 
gledanja, to se slike izrađene u perspektivi odlikuju zornošću. Iz per- 
spektivne slike nekog predmeta može lako zaključiti i onaj, koji nije 
upućen u pravila te metode, kojega je oblika predočeni predmet, ali je 
izrada slike nekog predmeta u perspektivi teža, nego li u ma kojoj dru- 
goj metodi projiciranja. Zbog toga je dobar udžbenik perspektive neop- 
hodno potreban slikarima, arhitektima i graditeljima, kao i svim studen- 
tima, koji pored drugih nastavnih predmeta uče i perspektivu, a to su 
studenti Tehničkog fakulteta, Prirodoslovno-matematičkog fakulteta stru- 
ke matematika, Akademije likovnih umjetnosti i Više pedagoške škole. 


Napisati dobar udžbenik perspektive, u kojemu će svi gore nabrojeni 
naći na jasan način izneseno sve ono, što je njima potrebno, bio je za 
autora dosta težak posao, pogotovo, kad se je on iz opravdanih razloga 
bio odlučio na to, da njegov udžbenik ne dosegne ni polovinu štampanih 
araka dobrog ali preopširnog udžbenika »Linearna perspektiva« od pok. 
prof. J. Božičevića (368 stranica velikog formata teksta i 428 slika), ko- 
jega je naklada već rasprodana. 


Autor je nastavno gradivo razdijelio na 20 paragrafa, a te na ukupno 
117 točaka. U prvih 5 paragrafa temeljito su obrađeni osnovni zadaci o 
projektivnim i metričkim odnosima točke, pravca i ravnine, koji čine 
solidan temelj za daljnju izgradnju perspektive. Naredna 4 paragrafa 
autor je posvetio horizontalnoj ravnini te zadaćama i konstrukcijama, 
koje su povezane uz nju, kao i njihovim primjenama u praksi. Tu već 
nalazimo perspektivnu sliku kvadratnog spomenika izvedenu pomoću 
srednjeg presjeka, zatim sliku sobe u frontalnom položaju i sliku beton- 
ske okosnice jednokatne vile. U paragrafima 10., 11., 12. i 13. obrađena je 
kružnica u ravninama, koje su okomite ili usporedne s ravninom slike, 
zatim prevaljenje opće ravnine u ravninu slike, kao i kružnica u općoj 
ravnini. Ovo teoretsko nastavno gradivo aplicirano je na praktičnim pri- 
mjenama, kao što su: perspektivna slika podnožja stupa, slika sobe s po- 
lukružnim prozorima, slika samostanskog svoda, slika gotskog svoda i na 
kraju slika polukružnog slavoluka s pokrajnjim polukružnim vratima. 
U naredna dva paragrafa autor je prikazao sve važnije metode za kon- 
strukciju perspektivnih slika praktičnih objekata i te metode ilustrirao: 
slikom spomenika, slikom kućnog ulaza, slikom sobe i namještaja u njoj, 
te slikom zgrade iz armiranog betona sa staklenim zidovima. U para- 
grafu 16. obrađene su konstrukcije sjena. Uz teoretsku obradu tih kon- 
strukcija nalaze se tamo i njihove aplikacije: sjene stubišta, sjene glave 
stupa i sjene ugla sobe, a konstrukcije tih sjena izrađene su uz paralelnu 
rasvjetu, dok su uz centralnu rasvjetu konstruirane sjene u unutrašnjosti 
jedne stambene sobe. 


Paragraf 17. posvetio je autor zrcalnim slikama, koje je zahvatio u 
punom njihovom opsegu. U naredna dva paragrafa obrađene su per- 
spektivne slike kugle i rotacionih ploha, a u zadnjem paragrafu dani su 
osnovni pojmovi fotogrametrije. 


Kako se iz toga kratkog prikaza nastavnog gradiva vidi, autor je 
obradio sve ono, što mora biti zastupano u dobrom udžbeniku perspek- 
tive. Način obrade toga gradiva potpuno odgovara stupnju razvitka moći 
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prostorne predodžbe onih, kojima je ta knjiga namijenjena. Iz osnovnih 
pojmova nastavno se gradivo postepeno razvija, bez ikakovih skokova, 
tako da je ono na svakom dijelu knjige jasno i pristupačno za onoga, 
koji je do tada izneseno gradivo temeljito usvojio. Premda je autor na- 
stojao da mu tekst bude što kraći, ipak tu kratkoću nije nigdje postigao 
na račun jasnoće, već na račun onog nastavnog gradiva i zadataka, koji 
sa teoretskog stanovišta imaju malu važnost, a sa praktičnog nikakvu. 

Izbor predmeta, na kojima je autor prikazao primjenu različitih 
dijelova perspektive, treba napose istaći. Ti su predmeti uzeti iz da- 
našnje graditeljske ili arhitektonske prakse, a ne iz tuđih udžbenika, 
pa to treba osobito pohvaliti. 

Slike, kojih ima 122, autor je sam izradio. One su zbog toga sve 
izrađene u istom stilu, pregledne su i odlikuju se preciznošću izrade. 
Mogle bi te slike da posluže kao uzor, kako treba crtati slike za školske 
udžbenike. 

Na kraju knjige priložena su dva priloga: »Projekt jednog tipa 
radničke kuće« od arhitekata Nikšić-Fula-Demeter i »Idejni projekt za 
zimsko plivalište P. K. Mladost« od arhitekata Turina-Nikšić. 

Udžbenik »Perspektiva« od prof. dr. V. Niče-a je u svakom pogledu 
uspjelo djelo. Ono će zauzeti vidno mjesto u našoj stručnoj literaturi, i 
bit će od koristi našim arhitektima, graditeljima i slikarima, a osobito 
našim studentima. 

Dr. J. Justinijanović 


IZ DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 


II. NACIONALNI KONGRES MATEMATIČARA I FIZIČARA FNRJ 


održat će se od 4. do 9. listopada 1954. god. u Zagrebu. 
Rad Kongresa sadržavat će: 


I. Opće referate: 

a) O radu Saveza Društava matematičara i fizičara FNRJ u vremenu 
između I i II Kongresa; 

b) O stanju nastave matematike i fizike u srednjim školama i sred- 
njim stručnim školama u FNRJ; 

c) O stanju nastave matematike, fizike i astronomije na Sveučili- 
štima i Višim pedagoškim školama; 

d) O organizaciji naučnog rada na području matematičko-fizičkih 
nauka u FNRJ; 

e) O radu Internacionalne komisije za nastavu matematike. 


II. Naučne referate: 
a) Naučna saopćenja; 
b) Obavještenja iz pojedinih područja matematičko-fizičkih nauka. 


III. Stručno-pedagoške referate: 
Saopćenja i obavještenja o problemima nastave matematike i fizike. 
Sva potanja obavještenja mogu se zatražiti na adresu: Društvo ma- 
tematičara i fizičara N. R. Hrvatske (Odbor za organizaciju II. Kongresa 
Matematičara i fizičara FNRJ), Marulićev trg 19, Zagreb, Jugoslavija. 


Savez društava matematičara i fizičara 
FNR Jugoslavije 
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SECOND NATIONAL CONGRESS OF MATHEMATICIANS AND 
PHYSICISTS OF YUGOSLAVIA 


will be hald in Zagreb from october 4 to october 9 (inclusive) 
Program: 


I, General addresses and reports: 

a) On the activity of the Union of the Societies of mathematicians 
and physicists of Yugoslavia, between the first and the second 
congress; 

b) On the instruction of mathematics and physics in schools (real 
gymnasiums and professional schools; 


c) On the instruction of mathematics, physics and astronomy in 
Universities and pedagogical colleges; 


d) On the organization of scientific researches in mathematics- 
physical sciences; 


e) On the activity of the International Mathematics Instruction 
Commission. 


II. Scientific reports: 
a) Contributed communicatios; 
b) Informative communications. 


III. Methodical and pedagogical reports: 


Communications (both contributed and informative) concerning the 
teaching of mathematics and physics. 


For all additional informations write to: Društvo matematičara i 
fizičara NRH, Marulićev trg 19, Zagreb, Yugoslavia. 


Union of Societies of Mathematicians and Physicists 
of F. P. R. of Yugoslavia 


LE 2° CONGRES NATIONAL DES MATHEMATICIENS ET PHYSICIENS 
DE YOUGOSLAVIE 


aura lieu a Zagreb du 4 au 9 octobre 1954 (incl.). 
Le programme du Congrés est le suivant: 


I. Conférences et rapports: 


a) L’ activité de PUnion des Sociétés des mathématiciens et physi- 
ciens de Yougoslavie entre le ler et le 2e Congrés; 

b) L’enseignement des mathématiques et de la physique dans les 
€coles secondaires et dans les écoles techniques secondaires en 
Yougoslavie; 

Cc) L’enseignement des mathématiques, de la physique et de l’astro- 
nomie dans les universités et hautes écoles pédagogiques; 

d) Liorganisation du travail scientifique dans le domaine des 
sciences mathématiques et physiques en Yougoslavie; 


e) Sur Vactivite de la Commission Internationale de Vinseignement 
mathématique (CIEM). 
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II. Communications: 


a) Communications scientifiques; 


b) Informations concernant disciplines variées des sciences mathé- 
matiques et physiques. 


III. Communications concernant Venseignement: 

Communications et informations sur les problčmes de lensei- 
gnement des mathématiques et de la physique. 

Pour toutes les informations s’adresser a Société des mathématiciens 


et physiciens de la République populaire de Croatie, Marulićev trg 19, 
Zagreb, Yougoslaie. 


Union des Sociétés des mathematiciens et physiciens 
de la R. F. P. de Yougoslavie 


DER II. NATIONALE KONGRESS DER MATHEMATIKER UND 
PHYSIKER DER FODERATIVEN VOLKSREPUBLIK JUGOSLAWIEN 


wird vom 4. bis 9. Oktober 1954 in Zagreb abgehalten. 
Das Arbeitsprogramm umfasst: 


I. Allgemeine referate: 


a) Uber die Tatigkeit des Verbandes der Gesellschaften der Ma- 
thematiker und Physiker Jugoslawiens im Zeitraum zwischen 
dem I. und II. Kongress; 

b) Uber den Stand des mathematischen und physikalischen Unter- 
richts an den Mittelschulen und Mittel-Fachschulen in Jugo- 
slawien; 

c) Uber den Stand des mathematischen, physikalischen und astro- 
nomischen Unterrichts an den Universitaten und hč&heren pida- 
gogischen Schulen; 

d) Uber die Organisation der wissenschaftlichen Arbeit auf dem 
Gebiete der mathematischen und physikalischen Wissenschaften 
in Jugoslawien; 

e) Uber di Tatigkeit der Internationalen mathematischen Unterrichts- 
kommission (IMUK). 


II. Wissenschaftliche referate: 
a) Wissenschaftliche Mitteilungen; 
b) Informative Referate aus einzelnen Gebieten der mathematisch- 
physikalischen Wissenschaften. 


III. Fach-piidagogische referate: 

Mitteilungen und informative Referate iiber Probleme des mathe- 

matischen und physikalischen Unterrichts. 

Genauere Auskiinfte erteilt: Društvo matematičara i fizičara N. R. 
Hrvatske (Gesellschaft der Mathematiker und Physiker Kroatiens), Ma- 
rugićev trg 19, Zagreb, Jugoslawien. 


Verband der Gesellschaften der Mathematiker und Physiker 
der F. V. R. Jugoslawien — 
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KONFERENCIJA O FIZICI ANALIZE VELICINE CESTICA 


Od 6—9 travnja 1954. održat će se u Nottinghamu u Institutu za 
fiziku konferencija o »Fizici analize veličine čestica«. Raspravljat će se 
o ovim problemima: Gibanje čestica u tekućinama; raspršenje svijetlosti 
na česticama; općenite pojave, na koje se nailazi kod analize veličine 
čestica; uspoređivanje metoda i automatizirane metode brojanja čestica 
i određivanje njihove veličine. 

Separati radova, koji će se izlagati na konferenciji, moći će se 
nabaviti unaprijed, a izaći će također zajedno sa sadržajem diskusije 
kao dodatak lista British Journal of Applied Physics. Daljnja obavje- 
štenja mogu se dobiti preko adrese: The Secretary, The Institute of 
Physics, 47, Belgrave Square, London, S. W. 1. 


IZ MATEMATIČKO-FIZIČKOG ODSJEKA 
PRIRODOSLOVNO-MATEMATIČKOG FAKULTETA U ZAGREBU 


Gostovanja i predavanja 


Einar Hille, poznati američki matematičar švedskog porijekla, inače 
profesor na Yale University (New Haven, U. S. A), boravio je u Jugo- 
slaviji od 26. III. do 4. IV. 1953. i održao u Beogradu tri, u Zagrebu četiri 
i u Ljubljani jedno predavanje. U Zagrebu je kao gost Sveučilišta održao 
na Prirodoslovno-matematičkom fakultetu ova tri predavanja: 30. i 31. 
III. »Analitička teorija polugrupa«, 1. IV. »Cauchy-ev problem i njegove 
generalizacije«. 

Kao gost Jugoslavenske Akademije održao je prof. Hille 2. IV. u 
Akademiji predavanje pod naslovom »Adicija u euklidskom prostoru«. 


Maurice Fréchet, profesor na Sorbonni vrlo poznati francuski mate- 
matičar, kod kojega je doktorirao i Đ. Kurepa, boravio je u Jugoslaviji 
od 13. V.—3. VI. 1953. održavši u Ljubljani jedno, u Zagrebu četiri, u 
Beogradu četiri i u Skoplju jedno predavanje. U Zagrebu je kao gost 
Sveučilišta održao na Prirodoslovno-matematičkom fakultetu ova 3 
predavanja: 6. V. »O diferencijalu u klasičnoj i funkcionalnoj analizi«, 
19. V. »Para-analitičke funkcije«, 20.V. »O apstraktnom razmaku«; kao 
gost Jugoslavenske Akademije održao je dne 18. V. predavanje »O slučaj- 
nim varijablama«. 


Willy Feller, rodom iz Zagreba, sada profesor na Princeton Uni- 
versity, u vremenu od 13. do 21. VII. posjetio je svoje rodno mjesto, pa 
je tom prilikom u Jugoslavenskoj akademiji održao 17. VII. predavanje: 
pod naslovom »Matematička teorija difuzije«. 3 


Tor Bergeron, profesor sveučilišta u Uppsali, jedan od najslavnijih 
meteorologa današnjice, boravio je 29. i 30. listopada 1953. u Zagrebu 
kao gost Sveučilišta. Profesor Tor Bergeron proveo je više tjedana u 
Jugoslaviji kao izaslanik UN po liniji tehničke pomoći za našu meteoro- 
lošku službu. U Zagrebu je održao prof. Bergeron dva predavanja, i to: 


na Prirodoslovno-matematičkom fakultetu »O metodama analize i 


prognoze vremena«, gdje je prikazao razvoj sinoptičkih metoda od prvih 
začetaka do danas; : 
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u Jugoslavenskoj Akademiji znanosti i umjetnosti »O fizici oblaka«, 
području fizike atmosfere, gdje je njegov rad utro nove putove. 

Drugog dana boravka posjetio je prof. Bergeron visinski meteoro- 
loški opservatorij hidrometeorološke službe NRH na Sljemenu. 


Đuro Kurepa, profesor Prirođoslovno- matematičkog fakulteta u 
Zagrebu, održao je na poziv Faculté des Sciences u Parizu ova dva pre- 
davanja: 23. II. 1953. »Sur deux hypothéses concernant le continu mathé- 
matique ou temporel«; 24. II. 1953. »Sur les relations binaires«. Isto je 
tako na Faculte des Sciences u Rennes-u održao 28. II. 1953. predavanje: 
Sur le probleme de la mesure.« 

Potporom Jugoslavenske Akademije učestvovao je Đ. Kurepa na 
Internacionalnom kolokviju o matematičkoj logici (Bruxelles, 18., 19., 28. 
i 29. VIII. 1953.) održavši saopćenje »New duality and reciprocity prin- 
ciple«; na Internacionalnom kongresu filozofa (20.—26. VIII. 1953.) održao 
je saopćenje »Quelques principes d’induction«. 

Dana 23. XII. 1953. u Matematičkom institutu Srpske Akademije 
nauka u Beogradu imao je D. Kurepa saopćenje: »Grananje i hipoteza o 
kontinuumu«. 


Konstantin Orlov, docent Prirodno-matematičkog fakulteta u Beo- 
gradu, održao je prilikom svojeg boravka u Zagrebu dana 19. XI. preda- 
davanje »Praktička primjena Petrovićevih spektara.« 


RJEŠENJA ZADATAKA 169, 170, 171* 


7 
169. Izrazi ( sin“ x dx (4 > —1) s pomoću gama-funkcije. 
0 
Zadatak s rješenjem dostavio je D. Blanuša. Rješenja su poslali M. 
“Vučkić, Zagreb; I. Bandić, Beograd; I. Aganović, Banja-Luka; M. Vuk 
Fatić, Novi Sad; D. Ugrin-Šparac, Zagreb; B. Pavković, Zagreb i T. 
Leko, Beograd. : 
U svim priposlanim rješenjima integral se dovodi u vezu s beta- 
funkcijom. 


: T ‘ ; 
Supstitucija x =y + 5 pokazuje, da je 


T ap 
T we 2 E 
Nes f sint X dx = f costy dy Z=2 ( costydy. 
0 0 


ko 
2 


Supstituiramo li dalje sin? y = t, izlazi 


ts ott) p(t niza 
et 1 Calf Gets) 
raed aang) 02 
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4270. Kod kojih se tetivnih četverokuta težište poklapa sa središtem. 
opisane kružnice? 


Zadatak dostavio J. Karamata, Beograd. Riješili su ga: I. Bandić. 
Beograd; D. Blanuša, Zagreb; R. Draščić, Zagreb; M. Kugler, Zagreb; 
V. Niče, Zagreb; F. Petričević, Osijek; D. Trajić, Beograd. Djelomično ga 
je riješio: T. Leko, Beograd. 

Uslovima zadatka odgovaraju svi pravokutnici i oni istokračni tra— 
pezi, kojima dijagonale čine kut nasuprot paralelnih stranica jednak 60°. 

Dokaz: Neka je ABCD bilo koji konveksni tetivni četverokut. Po- 
vuče li se težištem T, trokuta ABC paralela sa dijagonalom BD i isto: 
tako težištem T, trokuta BCD paralela sa dijagonalom AC, te se dvije: 
paralele sijeku u težištu T tetivnog četverokuta ABCD. Središte pak 
njemu opisane kružnice nalazi se u sjecištu S simetrala dijagonala AC 
i BD. Zadatak traži,da se nađu oni tetivni četverokuti, za koje je T — S. 
Za to je pak nužno i dovoljno da bude TP; | AC i TP, | BD, gdje su 
P, i Py polovišta dijagonala AC odnosno BD. Da se uoči, kod kojih će 
tetivnih četverokuta to biti ispunjeno, treba razlikovati dva slučaja: 


1. Pi = Py, t. j. polovišta dijagonala su identična, tetivni četverokut 
je pravokutnik. Očito je, da svi pravokutnici zadovoljavaju uslovima 
zadatka. 

2. Py == Po, pa polovišta dijagonala određuju dužinu P,P, koju 
paralele sa dijagonalama kroz T sijeku u točkama S, i S» tako da je 
Pi Si = Sy S = S» Py. Ako je sada. TP,)| PiE i.TP2 | PE, onda su tro- 
kuti TP,S, i TP2S, pravokutni sa pravim kutem u T. Budući da su 
TS, i TS, težišnice, koje pripadaju hipotenuzama u tim trokutima, to je 

TS = P,S, = 8,8, = TS, (*) 
Zbog toga su spomenuti trokuti sukladni, pa je TP, = TP», Dijagonale su 
dakle jednake, pa je tetivni četverokut istokračni trapez. No zbog (*) 
trokut, TSS. je Pla t.j. kut dijagonala nasuprot paralelnih 


stranica iznosi 60°. No vri jedi i obrnuto, za takve je istokračne trapeze 
Kia = S, što se odmah uviđa obrnutim zaključivanjem. 


er Gi ame 66. 
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141.* Kuglica vrlo malena polumjera klizi bez trenja niz kuglu 
pošavši iz najviše točke kugle. Na kojoj će se »geografskoj širini«. kuglica 
od kugle odijeliti? 

Zadatak dostavio B. Marković. Rješenja su poslali: D. Ugrin-Šparac, 
Zagreb, D. Kamenarović, Pula i B. Pavković, Zagreb. 

Kuglica će se odijeliti od kugle, kad dobije toliku brzinu, 
da centrifugalna sila postane jednaka Cenuipetamoj komponenti sile 
teže, t. j. (gledaj sliku) kad je 


m 


= =mgsina. (1) 

Iz zakona o održanju mehaničke energije, potencijalna energija mgh 

u točki B prijeći će u kinetičku energiju a u točki A (kuglica klizi bez 
trenja!), pa je 


2 
mgh= "> , . : (2) 
odatle je 
| v= gh. | Ne) 
Kuglica će dakle u točki inte = (29h — = 
Iz slike pak vidimo da je paama 
ij sina = A (4) 


Uvrstimo li vrijednosti za v i sina u (1), dobijemo 
<a kae Ii 


= 
<a 
_— 


tae 5 
5 wee ša 
. Agee = Ese ae a 
as A 
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ZADACI 


19%. Dva igrača igraju partiju neke igre, u kojoj svaki ima istu 
vjerojatnost dobitka; treći je igrač za to vrijeme izvan igre. Dobitnik. 
prve partije igra isto takovu partiju s trećim. Tako se igra i dalje na-. 
stavlja, t. j. igrač, koji je izgubio neku partiju, izlazi iz igre, a dobitnik 
igra daljnju partiju s igračem, koji je upravo bio izvan igre. Po dogovoru 
pobjednik je onaj, koji prvi dobije uzastopce n partija. ' 

Pita se: Ako je jedan igrač upravo dobio m partija uzastopce, 
0< m< n, koje su vjerojatnosti pobjede svakoga od igrača? Specijalno, 
koliki trebaju biti ulozi igrača, da bi igra bila ravnopravna? 

(Za n = 2 zadatak se svodi na poznati La Poule-ov problem — 


ra jos o SPS 


vidi na pr. Poincaré, Calcul des probabilités, Paris 1923, p. 53. ili Borel-. | 


Deltheil, Probabilités, Erreurs, Paris 1942, p. 19.) 


Primjedbe: : 
1) Kako broj partija nije ograničen, to nije dovoljno odrediti 


tražene vjerojatnosti uz pretpostavku da one postoje, već treba doka- 4 


zati i njihovu egzistenciju. 


2) Kako postoje moguénosti da igra ne zavrsi, nije ive da 
je vjerojatnost takovog događaja jednaka nuli. : 


(Dostavio V. pesliajti 


~ 


: Ss 
4° o 


178. Neka se nađe suma reda Von a a 


~ n=] 


179. Nadi uzajamno naa pridruženje anna lots 


skupa svih nizova realnih brojeva i elemenata jednog po 
> apsolutno konvergentnih redova sa sumom nula. | 


(Dostavio D. Bod a y 4 


AUX COLLABORATEURS DU »GLASNIK« 


Les collaborateurs eer priés- ae Seca = Se les et ja corre- 


Skele Sai Marulićev trg 19. 

Les manuscrits doivent &tre écrits a la machine avec seer 
sur une cot€ de la feuille. Les formules doivent étre numérotées afin 
deviter leur répétition dans le “résumé. Les auteurs étrangers sont. 
invites de rédiger le resume dans leur langue, la rédaction se chargeant 
ode le traduire en croate. : 


Les auteurs reccivent a titre == 50. “exer plaires de tirages = 


SARADNICIMA »GLASNIKA« 


Clanke i dopise treba upućivati redakciji < Glasnika matematičko“ 

‘Fiz čkog i astronomskog, Zagreb, Marulićev trg 19. = 
Članci neka su jezično korigirani i pisani strojem sa proredom na 
dnoj strani papira. Uz svaki članak neka je priložen sadržaj na. kojem 
ad sna a i to pee do Seas trećine. opsega članka. Pri 


Autori dobivaju. 50 S E = 


<a 


iz REDAKCIJ DE 


Il. KONGRES 
MATEMATIČARA I FIZIČARA FNRJ 


održat će se u Zagrebu od 4.—9. X. 1954. Učesnici kongresa, 
koji žele iznijeti na Kongresu saopćenja iz područja matema- 
tičko-fizičkih nauka, a također i saopćenja stručno-pedagoške. 
prirode, neka odmah prijave ta saopćenja Kongresnom odboru 
pri Društvu matematičara i fizičara svoje republike, a naj- 
kasnije do 1. V. 1954. neka pošalju kratak sadržaj tih saop- 
ćenja. Svo dopisivanje u vezi s Kongresom slati na adresu: 
Kongresni odbor pri Društvu matematičara i fizičara NRH, 

Zagreb, Marulićev trg 19/1. 


 BILTEN . 
NA DRUSTVOTO NA MATEMATICARITE I FIZICARITE oD ag 
NR MAKEDONIJA em 
Sve informacije daje »Društvo matematičara i fizičara NR Makedonije«, 
Skoplje, Filozofski fakultet. x 


DRUŠTVO MATEMATIKOV IN FIZIKOV LRS IZDAJA | 


OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO _ 


Naročnino 250 Din nakažite na čekovni račun pri Narodni banki, 
Ljubljana, štev. 604-T-207. Dopise pošiljate in list naročajte na nasl 
Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana pošt. predal 253. 


. DRUŠTVO MATEMATIČARA I FIZIČARA NRS pase časopis 


se. - VESNIK ~ a 
Siete DRUSTVA .MATEMATIČARA I FIZIČARA NR SRBIJE < a : 
Ze Pretplata od 400 Din se šalje na adresu »Naučna knjiga«, Beogr id, 2 
Knez Mihailova br. 40/IV. Pošt. fah 690, ili preko čekovnog računa ; 
. 101-T-297. (Na polovi. čekovne“ uplatnice. naznačiti da g? za iN 
omat. i fiz.). : 


SAVEZ DRUŠTAVA MATEMATIČARA I FIZICARA. FNRI 
izdaje. časopis 


NASTAVA MATEMATIKE i FIZIKE. 

: “ Pretplata iznosi 200 Din, a pojedini broj 60 Din. Pretplatu 
- rudžbe čin 1 izdavačkom poduzeću »Znanje«, Beograd, Terazije: 
ček. račuh br. 103-T-308 sa naznakom za (časopis »Nas mat 


ravamo čitatelje, a. naročito : _rednioskols 
matematičara. i fizičara N.-R. 


